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BOLUM 1

GIRIS

Belirsizlik, olaylarin gerceklesme ihtimallerinin bilinmedigi durumu anlatan bir
kavramdir. Matematikte problem durumlarinda belirsizliklerin Glgiilmesi, sayisal
olarak ifade edilmesi i¢in olasihik kavrami kullanilmaktadir. 1960°l1 yillarda
olasiligmm belirsizlik kavrammi Olglilmesinde yetersiz kaldigi disiintilerek,
belirsizligin farkli bakis acilarmi temsil eden teorilerin gelistirildigi goriilmektedir.
Bu teoriler 15181nda ilgili alanyazinda en ¢ok kabul goren ve caligmalarin yapildigi
teori bulanik kiime (FS) teorisidir. Bu teoriyi literatiire L.A. Zadeh 1965 yilinda
“Fuzzy Sets” adli makalesinde ortaya koymustur [1]. Ortaya koydugu bu teori
matematik, fen, mithendislik alanlarinda oldugu kadar tip, yapay zeka, robotik, akilli
sistemler, sinyal isleme gibi bir¢cok alanda kullanildigindan multidisipliner

ozelliktedir.

Klasik anlamda kiime “belirli bir 6zellige sahip nesneler toplulugu” seklinde
tanimlanmaktadir. Klasik kiimelerde bir eleman ya kiimenin elemanidir ya da
degildir. Eger eleman kiimenin 6zelliklerini sagliyorsa yani kiimenin elemani ise
iiyelik degeri 1, saglamiyorsa yani kiimenin eleman1 degil ise liyelik degeri 0’dur.
Klasik kiimelerde bir eleman ic¢in kiimeye ait olma veya ait olmama durumu varken
bulanik kiimelerde eleman kiimeye kismen ait olabilmektedir. Zadeh bu aitligin
tiyelik derecesi ile belirlenecegini ve tiyelik derecesi deger kiimesi [0,1] olan iiyelik
fonksiyonu, X evrensel kiime olmak iizere, w:X — [0,1] ile olgiilecegini ifade
etmektedir. Bir elemanin kiimeye ait olma derecesi ile kiimeye ait olmama
derecesinin toplammin 1 oldugunu belirtmistir [1]. Zadeh bir elemanin kiimeye ait
olma derecesini kullanmis Atanassov ise bununla birlikte bir elemanin kiimeye ait
olmama fikrinin sezgisel bulanik kiime (IFS) tanimi ile ortaya koymustur [2].
Atanassov, bir elemanin kiimeye ait olma derecesi ile ait olmama derecesinin
toplaminm 1 olmak zorunda olmadigini belirtmistir. Ornegin, bir sinifta yapilacak

olan baskanlik se¢imi i¢in adayin bagkan se¢ilmesini isteyen bir grup, diger tarafta



baskan olmasini istemeyen bir grup oldugu disiiniiliirse, bagskan secilme olasiligi

%60 iken, baskan se¢ilmeme olasilig1 %25 olabilir.

Daha sonra Yager ve Abbasov [3] ve Yager [4] Pisagor bulanik kiimesini ve iiyelik
derecelerini tanitmiglardir. Yager [5], parametreler iizerindeki kisitlamalar1
degistirerek IFS’lerin bir uzantisi olarak tip-2 sezgisel bulanik kiimeler olarak bilinen
Pisagor bulanik kiimeler (PFS) kavramini ve iiyelik derecelerini uygulamalarla
sunmustur. Yager [5] tarafindan IFS’lerin ve PFS’lerin genellestirilmis bir bigimi
q —dereceli orthopair bulanik kiimeler (q —ROFS) kavrami tanitilmistir.
q —ROFS'un temel o6zelligi, liye olma dereceleri ve iiye olmama dereceleri i¢in

belirsizlik alaninin daha dar olmasidir.

Karmasik problemlerde artan belirsizlik durumlar1 sonucunda daha agiklanabilir
bilgilere duyulan ihtiyagtan dolayr “bulanmik kiime”, “sezgisel bulanik kiime” daha
sonrasinda Smarandache tarafindan 2002 yilinda ndtrosofik kavrami tanimlanmistir
[6]. Sezgisel bulanik kiimede bir elemanimn kiimeye aitlik derecesi ve ait olmama
derecesi varken, notrosofik kiimelerde bunlara ek olarak bir eleman i¢in kararsiz
olma durumu da degerlendirmeye alinmaktadir. Ornegin bir basketbol maginda A
takimmin taraftarma takimmin kazanma sansi soruldugunda %70 oranini, karsi
takimin taraftarina A takiminin kazanma sansi soruldugunda %40 oranmi verebilir.
Ayni soru tarafsiz bir ma¢ yorumlayicisina yoneltildiginde takimlardan birinin

kazanma sansmin %50 oldugunu sdyleyebilir. Bu durum nétrosofik kiime

modellemesine Ornek olarak verilebilir.

Bulanik kiimelerin dogusu ve gelistirilmesi belirsizliklerin devam etmesine engel
olmamustir. insanm karar verme siireci ¢ift tarafli yargisal diisiinceye veya cift
kutuplu diisiinceye dayanmaktadir. Karar verme analizi yapilirken hem olumlu hem
de olumsuz taraflar diisiiniilmektedir. Karar vericinin sadece olumlu ya da sadece
olumsuz tarafi degerlendirmek zorunda kalmadigi, olayin zit durumuyla birlikte
degerlendirebildigi ve biligsel olarak modellenebildigi, bulanik kiimelerin bir bagka
genigletilmis halini Zhang 1994 yilinda c¢ift kutuplu bulanik kiimeler (BFS) teorisi
olarak literatiire kazandirmistir [7]. Hem c¢ift kutupluluk hem de belirsizlikle bas
etmeye c¢alisan boyle bir teorinin glnliimiiz problemlerine uygulanmasi

kagmilmazdir. Cift kutuplu bulaniklik, biri negatif ve biri pozitif olan iki kutuplu, bir



bulanik degiskene gomiilii olacak bi¢cimde tanimlanabilmektedir [7]. Cift kutuplu
bulanik kiimeler, iiyelik derecesi [—1,1] araligi olan, bulanik kiimelerin
genellestirilmis halidir. Cift kutuplu bulanik kiimede, bir elemanin kiimeye ait olma
derecesi 0 ise elemanin ilgili 6zellie sahip olmadigini, elemanin kiimeye aitlik
derecesinin (0,1] araliginda olmasi, elemanin ilgili 6zelligi bir sekilde karsiladigini
ve elemanmn aitlik derecesinin [—1,0) araliginda olmasi elemanin kars1 6zelligi bir
sekilde karsiladigini gosterir. Bahsedilen tanimin altinda yatan fikir, bahsedilen
kiimede iki tarafli bilginin (pozitif bilgi ve negatif bilgi) var olmasidir. Ornek olarak;
dostluk- diismanlik, etki-yan etki, olasilik-olasiliksizlik gibi diisiinceler iki
kutupludur. iki tarafin bir arada bulunmasi, dengesi ve uyumu bir kisinin zihinsel ve
bedensel sagligi ile huzuru i¢in anahtar olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle ¢ift kutuplu
bulanik kiimelerin bir¢ok alanda kullanilma potansiyeli yiliksektir. Bu durum cift
kutuplu bulanik kiimeler iizerine bir¢ok calisma yapilmasi ve gelistirilmesi icin
motivasyon kaynagi olmustur. 2014 yilinda Chen ve arkadaslari ¢ift kutuplu bulanik

kiimelerin genellemesi olan m-polar bulanik kiimeleri tanimlamistir [8].

Bulanik kiimeler Zadeh tarafindan tanimladiktan sonra, bir¢cok arastirmaci bulanik
kiimeler ve uygulamalariyla ilgili, bulanik topolojik uzaylar, bulanik sayilarin
bulanik 6l¢iimleri, bulanik matematiksel programlama gibi bir¢ok alanda ¢aligmalar
yapmistir. Matloka [9] bulanik sayilarin sinirli ve yakinsak dizilerini tanimlamis ve
baz1 6zelliklerini incelemistir. Daha sonra bulanik say1 dizilerinin yakinsakligi Nanda
[10] tarafindan ele alinmis, Nuray ve Savas [11] bulanik kiimelerin istatistiksel
yakmsakligmi tanimlamistir. Kirisci ve Simsek [12] notrosofik normlu uzaylarda,
Karakus ve arkadaglar1 [13] ise sezgisel bulanik normlu uzaylarda istatistiksel
yakimsaklik kavramini tammlamistir. Istatistiksel yakmsakligm genellemesi olan
I —yakimsaklik kavramii, Kostyrko ve arkadaslari [14] tanitmistir ve bulanik say1
dizilerinin I —yakinsakligini Nuray [15] tanimlamistir. Kisi [16] notrosofik normlu
uzaylarda, Khan ve arkadaslar1 [17] ise sezgisel bulanik normlu uzaylarda I-
yakinsaklik kavramimi tanimlamistir. Sengoniil [18] Zweier dizi uzaylar1 olan Z ve
Z 1 tanimlamis, daha sonra bir matrisin etki alanindan yararlanarak bulanik sayilarin

Zweier dizi uzayni insa etmistir [19].

Bu bilgiler 1s13inda Khan ve arkadaslar1 Z/, Zl, ZL Zweier I —yakmsak dizi

uzaylarin1 tanimlamis, topoojik ve cebirsel 6zelliklerini incelemislerdir [20]. Daha

3



sonra Khan ve arkadagslar1 sezgisel bulanik Zweier I —yakinsak Z(’H,v) ve Zé(w,) dizi

uzaylarini tanimlamis ve bu uzaylarin topolojik 6zelliklerini incelemislerdir [17].

Bu tezde ¢ift kutuplu bulanik normlu uzay tanimi yapilarak, tanimlanan bu uzayda
yakinsaklik, ideal yakimnsaklik ve a¢ik yuvar tanimlar1 verilmistir. Daha sonra Zweier
matrisi ve ¢ift kutuplu bulanik kiimeler kullanilmis olup, yeni bir ideal yakinsaklik
tanimi verilerek Zweier I —yakinsak dizi uzaylar1 insa edilmistir. Insa edilen bu yeni

dizi uzaylarmin topolojisi ve dnemli goriilen baz1 6zellikleri incelenmistir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu boliimde tez ile ilgili gerekli goriilen tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tammm 2.1. F reel ya da kompleks sayilarin cismi olmak iizere, iizerinde vektor
toplamas1 ve skalerle ¢arpma isleminin tanimlandig1 ve lineer uzay kosullarini
saglayan bos kiimeden farkli bir A kiimesine F cismi iizerinde lineer uzay veya vektor

uzay1 denir. A kiimesinin elemanlar1 vektor, F cisminin elemanlar1 skalerdir.

A, toplama iglemi ve skalerle ¢carpma islemine gore bir lineer uzay, u € A olsun. u

niin lineer alt uzay olmasi i¢in, her a € F ve her x, y € u icin,
l.ax e u

2.x+y €U

sartlarmi saglamasi gerektigi bir cok kaynakta mevcuttur.

A bostan farkli herhangi bir kiime, g:N — A4 seklinde tanimlanan fonksiyona A
degerli dizi denir. A =R alindiginda g reel degerli dizi, A = C alindiginda g

karmagik degerli dizi olarak adlandirilir.

Biitiin reel veya karmasik terimli dizilerin kiimesi w = {g: g:N-> ALk - glk) =

X x = (Xp): keN} seklinde gosterilir. w kiimesi tizerinde tanimlanan,
+HWwXw-ow
((xk); (}’k)) - +((xk): (Yk)) = (x) + ) = (xp + i)
ve her a € F icin
tFXw-ow

(a, (xk)) - (a, (xk)) =a- (x) = (axy)



islemleriyle w, F cismi lizerinde bir vektor uzayi teskil eder ve w uzaymin her bir alt

vektor uzayma dizi uzay denir.
Sik kullandigimiz w nin bazi 6zel alt dizi uzaylari;

lo = {x = (x) € w: supyen|xx| < o} (Sinirh dizi uzayn)

Co = {x = (xy) Ew: 111_)rrolO (xp) = 0} (Sifira yakinsak dizi uzayi)

c= {x = (xy) € w: 111_1)1010 X mevcut} (Yakinsak dizi uzayr)

lp = {x = (x) €Ew: X7= [xx|? < 00,1 < p < o0} (p mutlak yakinsak seri olusturan
dizi)

seklindedir.

Tamim 2.2. X bostan farkl bir kiime olsun. Her x, y, z € X icin,
i. d(x,y) = 0 ancak ve ancak x =y

it. d(x,y) = d(y,x)

iii. d(x,y) < d(x,2) + d(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa d: X X X = R fonksiyonuna X {iizerinde bir metrik ve (X,d)

ikilisine metrik uzay denir [21].

Tanim 2.3. (X, d) bir metrik uzay, r > 0 bir reel say1 ve x, € X olsun,
B(xo,7) = {x € X:d(x,x,) < r} kiimesine X metrik uzayinda agik yuvar,
B(xo,7) = {x € X:d(x,x,) < r}kiimesine X metrik uzaymnda kapal yuvar,
S(xo,7) = {x € X:d(x,x,) = r} kiimesine X metrik uzayinda yuvar yiizeyi
olarak tanimlanir. Bu ii¢ durumun her birinde x, merkez, r yarigaptir [22].

Tanim 2.4. X lineer uzay ve ||-||: X - R olsun. ||-|| fonksiyonu, her x, y € X vektorii

ve her k skaleri icin

1. llxl]l=0ex =20,



2. lkxll = Tklllxl,
3.0 Ml +yll < llxll + iyl

sartlar1 saglaniyorsa, ||-|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||-||) ikilisine de

normlu uzay denir [23].

Tamm 2.5. X normlu uzayr norm metrigine gore tam ise X e Banach uzay1 denir

[24].
le, C, couzaylart ||x||e = supy|x,| normu ile Banach uzaylaridir.
Tammm 2.6. (X,d) metrik uzaymda (a,) dizisi alinsin, aeX olmak iizere

lim d(a,,a) =0 ise (a,) dizisi a ya yakinsaktir denir ve lim a, = ayadaa, - a
n—->oo n—->oo

seklinde gosterilir [21].

Tamm 2.7. (X, d) ikilisi bir metrik uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Her £ > 0
icin m,n > ny oldugunda d(x,,,x,) < € olacak sekilde bir n, sayis1 varsa (x,)

dizisine Cauchy dizisi denir [22].

Menger [25] 1942°de iiggensel normlarin (t —normlarin) tanimini vermistir. Menger,
uzaydaki iki eleman arasindaki uzakligi hesaplamak i¢in sayilar yerine olasilik
dagilim fonksiyonunu kullanilacagi belirtmistir. Metrik uzay kosullarinda ticgen
esitsizligini daha genel yapilara genellestirmistir. Daha sonra Schweizer ve Sklar

[26] tarafindan ¢ —normlarm aksiyomlar1 verilmistir.

Tamim 2.8. T:[0,1] X [0,1] — [0,1] ile tanimlanan T fonksiyonu
L T(x,y) =T, x),

2.x1 S X ve y; <y, iken T(xq, y1) < T(xy, y2),

3.Herx,y,z € [0,1] i¢in T(T(x,y),2z) = T(x,T(y, Z)),

4. xe[0,1]i¢in T(1,x) = x

sartlarin1 sagliyorsa T fonksiyonuna “licgensel norm” veya kisaca “t —norm” denir

[26].

Tamm 2.9. S:[0,1] x [0,1] - [0,1] ile verilen S fonksiyonu her x,y, z € [0,1] igin;



1. S(x,y) = S(y, x) (simetri),

2. x1 < x,vey; <y, icin S(x1,¥1) < S(x3,¥,) (monotonluk),
3.5(8(x,y),z) =S (x, S(y, z)) (birlesimlilik),

4. S5(x,0) = x (smnur sart1)

sartlarii sagliyorsa S ye licgensel konorm (kisaca “t —konorm”) denir [26].

Tanim 2.10. X bostan farkli bir kiime ve u,:X — [0,1] iiyelik fonsiyonu olsun. X X
[0,1] in bos olmayan {(x, p,(x)): xeX} ile tanimli alt kiimesine X de bir bulanik

kiime denir [1].
Ornek 2.1. X = {x;, x,, x3, x,} evrensel kiimesi iizerinde bir A bulanik kiimesi

A = {(xl' 05)' (.Xz, 01)1 (X3, 0)' (x4-1 1)}

seklinde verilsin. (x;,0.5) ifadesi x; elemanmin A kiimesine iiye olma derecesinin
0.5 oldugunu, (x,,1) ifadesi x, elemanmnin A kiimesine iiye olma derecesinin 1

oldugunu ifade eder.

Tanmm 2.11. X keyfi bir kiime, * siirekli ¢t —normu ve u , X 2 % (0,00) iizerinde
asagidaki kosullar1 saglayan bir bulanik kiime olsun. Her x,y,z € X ve t,s > 0

olmak iizere

u(x,y,0) >0,

ue,y,t) =1 ox =y,

plx,y,t) = p(y, x,t),

uCy, t) * u(y, z,s) < plx, z,t +s),

u(x,y,):[0,00) - [0,1] fonksiyonu soldan siirekli

kosullar1 saglandiginda (X, u,*) ti¢liisiine bulanik metrik uzay denir [27].

Ornek 2.2. X = Nalmsm. a *b = ab t —mormu géz 6niine almsm. O halde x,y €

X; t > 0icin



X<y

=R

pulx,y,t) =
=, y<x

=

olmak iizere (X, u,*) bulanik metrik uzaydir [27].

Tanim 2.12. (X, u,*) bulanik metrik uzaymnda bir (x,) dizisi, her t >0 ve p > 0

icin lim p(xp4p, X, t) = 1 ise Cauchy dizisidir. Her ¢ > 0 igin limu(x,, x,t) = 1
n n

ise X deki (x,) dizisi x € X olmak iizere x e yakinsaktir ve limx, = x seklinde
n

gosterilir [28].

Tanmm 2.13. X bostan farkli bir kiime olmak tizere X iizerinde A sezgisel bulanik

kiimesi asagidaki sekilde tanimlanir;
A ={(x, 1 (x),9,(x)): xeX}.
pa(x): X — [0,1] fonksiyonu xeX elemanmin A kiimesine ait olma derecesini,

9,4(x): X - [0,1] fonksiyonu xe€X elemanmnin A kiimesine ait olmama derecesini

gosterir ve her xeX i¢in agsagidaki esitsizlik saglanir;
0 <p (x)+9,(x) <1[29].

Burada m,: X — [0,1] fonksiyonunu da x elemaninin belirsizliginin derecesine karsi

gelen

my(x) =1 — py(x) — 94 (x) formiilii ile tanimlanir.

Her bulanik kiime i¢in 7, (x) = 0 dir. Her xeX icin bu kiimeler
{(x, pUa(x), 1 — py (x)): xeX} formundadir [30].

Tamm 2.14. X evrensel kiime olsun. Bir Pisagor bulanik kiimesi (PFS) asagidaki

sekilde tanimlanir;

P= {(x, up(x),Vp (x)): xeX}.



Burada pp: X — [0,1] donilisimii x elemaninin P kiimesine iiye olma derecesi ve
Vp: X = [0,1] donilisimii x elemaninin P kiimesine ait olmama derecesini gosterir.

Bu doniisiimler arasinda
0 < ué(x) + VZ(x) < 1 bagmtisi(iliskisi) vardir [5].

Tammm 2.15. X evrensel kiimesi iizerinde bir notrosofik A kiimesi su sekilde

tanimlanir:

A= {(x, Ta(x),1,(x), FA(x)): xeX}.

Burada T4(x),14(x), F4(x), swrasiyla dogruluk, kararsizlik ve yanlishk iiyelik
fonksiyonlar1 olarak adlandirilir. Bu fonskiyonlar [0,1] arahigmm alt kiimeleridir. x
elemanmin tiyelik derecesi T,(x), belirsizlik derecesi I,(x) ve yanlislik derecesi
(iiye olmama derecesi) F,(x) seklinde temsil edilir. Burada T, I, F notrosofik

bilesenlerdir [31].

Tamim 2.16. BFS'ler, iiyelik degeri araligi [0, 1] arahigindan [—1, 1] araligina kadar
genigletilmis bir bulanik kiime tiriidiir. Cift kutuplu bir bulanik kiimede 0 {iiyelik
degeri elemanlarin ilgili 6zellikle ilgisiz oldugunu, [—1, 0] iiyelik degeri elemanlarin
varsayilan karsit 6zelligi karsiladigint ve [0, 1]iiyelik degeri elemanlarin 6zelligi
karsiladigini gosterir. X evrensel kiimesi {izerinde ¢ift kutuplu bulanik kiime A nin

kabul edilen gosterimi asagidaki gibidir:

A= {(a, (,uz1 (a), 14 (a))) : an}.

Buradaki pozitif lyelik degeri pj(a):X — [0,1] baz1 a € X elemanlarmm gift
kutuplu bulanik kiime olan A ya gore 6zelligi karsilama degerini ve negatif iiyelik
degeri p4(a):X » [—1,0] bir a € X elemanmin A ya gore bazi1 karsit dzellikleri

karsilama degerini tanimlamaktadir [7].

Zadeh [1] karmasiklik ve belirsizliklerle basa ¢ikmak i¢in matematiksel olarak giiclii
bir ara¢ sunmus, ancak bilgi cesitliliginin ifade edilmesinde yetersiz kalmistir.
Gergek hayatta, cift kutuplu bulanik kiime teorisi Oonemsenmesi ve iizerinde
calisilmas1 gereken temel bir teoridir. Bu teori, ayn1 nesne i¢in pozitif bilgi ve negatif

bilgi arasinda ayrim yapar. Pozitif bilgi ifadesi ile kastedilen daha ©Oncesinde
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gozlemlenmis veya deneyimlendigi i¢in gergeklesmesi garanti edilen bilgi, negatif
bilgi ile kastedilen imkansiz, karsit veya yasak olani temsil eden bilgidir. Ornegin,
sehir merkezinde bulunan bir ev ulasim gibi bircok yonden olumlu iken (pozitif

bilgi), giiriiltii, hava kirliligi gibi bir¢ok yonden olumsuz (negatif bilgi) olabilir.
Cift kutuplu bulanik kiimenin avantajlar su sekilde siralanabilir:

- Kutupluluk ve bulanikliga yonelik birlesik bir yaklagimi formiile eder,

- Insan algis1 ve bilisinin ¢ift kutuplu veya c¢ift taraflh dogasini yakalar,

- Cift kutuplu biligsel modelleme ve ¢ok alanli karar verme uygulamalarinda kolaylik

saglar [32].

Ornek 2.3. “Kurbaganin avi” seklinde bir bulanik kiime belirlenecek olursa,

asagidaki gosterim uygun olacaktir:
Kurbaganin avi = {(6rumcek, 1), (sinek, 0.5), (kedi, 0), (ytlan, 0)}.

Burada hem kedinin hem de yilanin iiyelik dereceleri sifirdir. Yani kurbaga, kedi ve
yilan1 avlamamaktadir. Kurbaga ve kedinin av-avci iliskisi bakimindan ilgisiz oldugu
fakat yi1lanin kurbagay1 avladigi bilinmektedir. Bu 6rnekte de goriildiigii gibi bulanik
kiimeler ilgisiz elemanlar ile karsit elemanlarin farkinin belirlenmesi noktasinda
yetersiz kalmakta ve eksik yonleri bulunmaktadir. Bu farki daha iyi temsil edebilecek
bir kiimeye ihtiya¢ duyulacagindan, klasik bulanik kiime temsilinden daha
bilgilendirici ve detayli olacag: diisiiniilen ¢ift kutuplu bulanik kiime kavrami ortaya
cikmistir. Bu diisiinceden hareketle yukaridaki “Kurbaganin avi” ornegi daha

aciklayici olacak sekilde asagidaki gibi yazilabilir:
Kurbagamn avt = {(6rumcek, 1), (sinek, 0,5), (kedi, 0), (yilan, —1)}.

Bu ¢ift kutuplu bulanik kiimede, kedi ve yilanin iiyelik dereceleri farklidir. Kedinin
tiyelik derecesinin 0 olmasi kurbagalarin kedileri avlamadigi anlamma gelirken,
yilanin iyelik derecesinin —1 olmasi1 kurbagalarin yilanlar tarafindan avlandigi
anlamina gelmektedir. Burada, negatif liyelik dereceleri, karsit 6zelliklerin (6rnegin,
kurbaganin avcisi) karsilanma derecesini gosterir. Cift kutuplu bulanik kiime temsili,

baz1 durumlarda geleneksel bulanik kiime temsilinden daha bilgilendiricidir, ¢linkii
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aykir1 unsurlari ilgisiz unsurlardan ayirt etmeyi miimkiin kilar. Yukarida bahsedilen

iki kutuplu bulanik kiimenin gosterimi sdyledir:

Kurbaganin avi = {(6rumcek, 1,0), (sinek, 0.5,0), (kedi, 0,0), (ytlan,0,—1)}.

Tanmm 2.17. Cift kutuplu bir A = {x, (uz (x), 14 (x)) X EX } kiimesinin destegi X

tizerinde supp(4) = {x: ujy(x) > O}U{x: puh(x) < 0} seklinde tanimlanir [33].

Tamm 2.18. A = {a, (uy(a),u4(a)):ae X} ve B ={a, ( us(a), b (a)) :ae X}

X lizerinde tanimh iki ¢ift kutuplu bulanik kiime olarak alinsin. Bu durumda A € B

ise;

pua(a) < pg(a)

ph(a) = ph(a) (Hera € X igin)
olarak ifade edilir.

Buna ek olarak,

AUB = {a, (max{u}(a), ui (@)}, min{uf(a), ut (a)}): aeX} (Birlesme)
AN B = {a, (min{u}(a), 15 (@)}, max{u4(a), uj(a)}): aeX} (Kesisim)
4° = {a,(1 = 13 (a), —1 — ptf () ) : aeX} (Tiimleyen) [7].

Tamm 2.19. X bir kiime ve bir A: X — [0,1]™ doniistimiine X iizerinde m —kutuplu
bulanik kiime veya [0,1]™ — kiimesi denir. X iizerindeki tiim m —kutuplu bulanik

kiimeler ailesi m(X) olarak gosterilir [8].

Tamim 2.20. Bir ikili aritmetik islem S: [—1,0] X [—1,0] - [—1,1] olsun. Eger S, her
X1,%2,V1, V2 € [-1,0] i¢in asagidaki ozellikleri sagliyorsa ¢ift kutuplu siirekli

simetrik t; —konormu olarak adlandirilir [34]:

1. S degismeli ve birlesmelidir
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2. S siireklidir
3.5(x,0) = x her x € [—1,0]

4.x1 < x3,y1 S Yz icin S(x1, 1) < S(x2,¥2).

Tammm 2.21. Her u,v,z € A i¢in asagidaki sartlar saglandiginda (4,%B,4,V)
dortliisii ¢ift kutuplu bulanik metrik uzay (BFMS) olarak adlandirilir. Burada A keyfi

bir kiime, B = {(u, wh (), ph (u)) ‘U € A} cift kutuplu bulanik kiime, p}, u4; A x

A X (0,0) iizerinde bulanik kiimeler, B:4A X A X (0,0) - [-1,1]vea,y > 0
bicimindedir. Ayrica, A ve V, swasiyla, siirekli ¢ —normu ve siirekli simetrik

ts —konormu gostermektedir:
LOoO<ui(wv,y) <1,-1<piwv,y) <0
2. uh(w v, y) + pa(wv,y) <1
Buywvy) =leu=vw

4uawvy) =, uy)

5. (U v, V)AL, 2, ) < ph(u, 2,y + a)
6. uy(u,v,.):[0,00) - [—1,1] siirekli

7. li}gnuz(u, vy) =1, (Vy>0)

8. uf(uv,y)=-1leou="v

9. ua(w,v,¥) = uh(w,u,y)

10. ph(w, v, VIVUb(v,z,0) = ph(w, 2,y + @)
11. u4(u,v,.): [0,00) — [—1,1] siirekli

12. lilgn,ufl(u, v,y) =—1,(V y > 0).

Bunlara ek olarak p(u, v,y) ve ui(u, v,y) fonksiyonlari sirastyla, ¥ ya gore u ve v

arasindaki yakinlik ve uzaklik degerlerini ifade etmektedir [34].
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Sonuc 2.1. Tim u € Aigin u4(u) = u4(u) = 0 olmas1 durumunda her bulanik

metrik uzay, ¢ift kutuplu metrik uzaydir [34].

Ornek 2.4. A,V sirasiyla t —norm ve t; —conorm olmak iizere tim a, b € [—1,1]
icin A =7Z/{0}, aAb = max{0,a + b — 1}, aVb = max{0,a + b — 1} alinsin ve
oy AxAx(0,00) iizerinde tanimlanan bulamk kiimeleri asagidaki gibi

tanimlanirsa:

u
;,u <v
ua(w,v,y) =4y
—,v=<u
u
u
——,u<v
wa(w,v,y) =
——,v<u
u

her u,v €A ve y> 0 icin, (4,B,A,V) kiimesi bir ¢ift kutuplu bulanik metrik
uzaydir [34].

Sonu¢ 2.2. (4,%8,A,V) cift kutuplu bulanik metrik uzay (BFMS) olsun. 7y =
{XcA:y>0veébe(0,1)3 ¢(u,v,y) C X} A kiimesi iizerinde bir topolojidir. Bu
durumda A tizerindeki herhangi bir BFM B, 7 topolojisini olusturur [34].

Teorem 2.1. (4,B,A,V) bir BEMS ve tg, A iizerinde bir topoloji olsun. A nin bir
(u,) dizisi u ya yakinsaktir ancak ve ancak k — oo igin pj(us,u,y) - 1 ve

b (ug, u,¥) = —1 seklinde olmalidir [34].
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BOLUM 3
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE iDEAL YAKINSAKLIK

3.1.Istatistiksel Yakinsakhk
Bir a,, dizisinin a ya yakinsak olmasi, a nin bir € komsulugu disinda dizinin sonlu

sayida elemanin kalmasi seklinde ifade edilebilir. Kabul edelim ki a noktasinin ¢
komsulugu disinda dizinin sonsuz sayida elemani olsun. Verilen dizinin eleman
sayisi, a noktasinin € komsulugu disinda kalan sonsuz tane eleman sayisindan ¢ok
daha fazla oldugu durumda a, dizisinin hemen hemen biitliin elemanlar1 a nin ¢
komsulugundadir denilebilir. Boylece a, dizisinin a ya hemen hemen yakimsak
oldugu soylenebilir. Bu fikir matematiksel olarak istatistiksel yakisaklik kavramai ile
ifade edilir. Istatistiksel yakinsaklik tanimmin temeli pozitif tam sayilarin dogal

yogunlugu kavramina dayanmaktadir.

Tamm 3.1.1 N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi A olsun. A kiimesinin dogal
yogunlugu §(A) ile gosterilir ve 6(A4) = lim% I[{k < n:k € A}| seklinde ifade edilir.
n

Burada [{k < n:k € A}| ifadesi A kiimesinin n den biiyiik olmayan elemanlarmin

sayisini gostermektedir [35].

Tanim 3.1.2. (x,,) bir reel say1 dizisi, x, € R olmak iizere eger her € > 0 icin

1
limal{k <nlxy—xl =€} =0

n—-oo

olacak sekilde bir x, sayis1 varsa, x,, dizisi x, sayisina istatistiksel yakinsiyor denir.

Gosterimi ise st — lim x,, = x, seklindedir [36].
n-—-oo

1, k=m*m={12,..}

Ornek 3.1.1. ={
rne Xk 0, k £ m?

seklinde tanimlanan bir (x; ) dizisi alinsm. Her € > 0 i¢in

[tk <n:lxe| = e}l < |{k <nixp =0} <V
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oldugundan

n
lim|{k < n:x;, # 0}| < lim£ =0
n n n

elde edilir. Demek ki {k € N: |x;, — 0| = €} climlesinin elemanlar1 hari¢ diger biitiin
k lar ve her € > 0 i¢in |x; — 0] < € oldugundan (x,) dizisi istatistiksel olarak sifira

yakinsar.

Ornek 3.1.2. Bir x = (x,,) dizisi

X ={\/I€, k=m?m={12,..}
k 2, k = m?

x = (x;) dizisi igin st — lirrlnx = 2 dir.

3.2.ideal Yakinsakhk

Tanim 3.2.1. X # @ kiimesinin kuvvet kiimesi 2* olmak iizere, IS2* ailesi i¢gin,
1.oel

2.A,B€ Iicin AUB €] (toplamsallik)

3.A€l ve Bc Aise B €1 (kalitsallik)

sartlar1 saglaniyorsa I ya X de bir ideal denir [37].

Tamim 3.2.2. X de asikar olmayan bir I ideali, her x € X i¢in {x} € I oluyorsa, I ya
uygun ideal denir [38]. Yani X kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerini bulunduran ideale

uygun ideal denir.

Tanim 3.2.3. X # @ kiimesinin kuvvet kiimesi 2* olmak iizere, F € 2% ailesi igin,
1.0EF,

2.A,LBEFicnANBEF,

3.HerA€e FveB> AikenB € F

sartlarin1 sagliyorsa F ye X de bir filtre denir [37].
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X # @, ] ideali X de asikar olmayan bir ideal olsun. O halde
F(h)={McX:3Ae:M = X \ A} smfi X de bir filtredir [38].

Istatistiksel yakimsaklik kavrami ve benzer yakinsaklik kavramlarmin incelenmesi
(6rnegin; Buck [39], Buck [40], Miller [41]) arastirmacilar1 [ —yakmsaklik
kavramini tanitmaya yonlendirmistir. Kostyrko ve arkadaslar1 [38] I —yakinsaklik

kavramini tanitmis ve temel 6zelliklerini incelemislerdir.

Toplanabilme teorisi i¢cin 6nemli olan kavramlardan biri olan ideal yakinsaklik yani
I —yakinsaklik, istatistiksel yakimsaklik kavrammim genellestirilmis halidir. Bir (x;,)
dizisinin x, noktasmin & komsulugu disinda kalan elemanlar1 idealin elemani ise
(x,,) dizisi x, noktasina ideal yakinsaktir denir. Bu agiklama matematiksel olarak

asagidaki sekilde ifade edilmistir.

Tamim 3.2.4. N nin asikar olmayan bir ideali I olsun. Bir x = (x;,)7" gercel say1
dizisinin her € > 0 i¢in A(e) = {n € N:|x,, — &| = €} kiimesi [ ya ait ise x = (x,)
dizisi £ € R sayisina I —yakinsaktir denir. § sayisina x = (x,,){° dizisinin I —limitidir

denir ve I — lim x,, = £ ile gosterilir [38].

Tanim 3.2.5. (X, p) bir metrik uzay ve N nin asikar olmayan bir ideali I olsun. X in
elamanlarindan olusan bir x = (x,),ey dizisinin é€X elemanma I —yakinsaktir
ancak ve ancak € >0 icin A(g) = {neN: p(x,,,&) = €} kiimesi I ya aittir. &

elemanma x = (x,),y dizisinin [ —limiti denir ve & =1— lim x,, seklinde
n—->oo

gosterilir [14].

Aciklama: Bir metrik uzaydaki yakinsak dizilerin I —yakinsamasi benzer sekilde

tanimlanabilir. L ye I —yakimsak tliim dizilerin uzay1
cl={(x,) ew:{k eN:|x, —L| = e} €l,baz1 L € Cicin}
seklinde yazilabilir [42].

Ornek 3.2.1. Is, N dogal sayilar kiimesinin biitiin sonlu alt kiimelerinin sinifi olsun.
Is asikar olmayan uygun ideal ve Is —yakinsaklik, X iizerinde p metrigine gore

bilinen yakmsaklik ile ¢akigir [14].
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Ornek 3.2.2. [ = I = {A € N:5(A) = 0} almsm. Ir, N iizerinde bir uygun ideal
olur. Boylece Iy —yakisakligin istatistiksel yakinsakliga denk oldugu ifade edilebilir
[14].

Klasik anlamda yakinsak olmayan bir dizinin se¢ilen ideale gore yakinsadigi nokta
degisebilir. Bu ise anlamli degildir. Anlamli olmasi i¢in idealin uygun ideal olmasi

gerekir. Uygun ideal alindiginda yakinsadigi nokta degismemektedir.

Bir (x,) dizisi x4 a yakinsiyorsa uygun ideal alindiginda (x,,) dizisi x, noktasina
I —yakmsaktir. Bu durumda “Ideal yakmsaklik kavrami klasik anlamda yakimsaklik
aksiyomlarmi sagliyor mu?” sorusu akla gelebilir. Bu durum Kostyrko ve arkadaslari

tarafindan arastirilmigtir [14].

Klasik anlaminda yakinsama aksiyomlar1 asagidaki gibidir:

(S) Her sabit dizi x = {6, 8, 8, ... }, 6 noktasina yaksaktir.

(H) Yakinsak her dizinin limiti tektir. Yani lirrln X, =06 ve lirrln X, = aise § = adr.

(F) Yakmsak her dizinin alt dizileri de aym1 degere yakinsar. limx = § ve y dizisi

x dizisinin alt dizisi ise lim y = § olur.

(U) x = (x,,) dizisinin tiim alt dizileri, § ya yakimsayan bir alt diziye sahipse x dizisi

§ ya yakmsaktir [14].

Onerme: En az iki eleman1 olan bir X uzaymi alalim ve I € 2%, X uzaymmn uygun

ideali olsun.

L I —yakisaklik (S), (H) ve (U) aksiyomlarini saglar.
il. Eger I sonsuz kiime iceriyorsa, I —yakinsaklik (F) aksiyomunu saglamaz
[14].

Ispat: i. (S) aksiyomunun saglandig1 agiktir.

(H) aksiyomunun ispat1 i¢in X uzayimnda bir x = (x,,) dizisini ve k # t olmak iizere
k,t € X alinsin. Burada [ — limx,, = k ve I —lim x,, = t olsun ve %p(k, t)y>e>0
n n

olacak sekilde bir € sayis1 alinsin. I —yakinsaklik tanimina gore,
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Aj(e)={neN:p(x,, k) =€} el ve

A,(e) ={neN:p(x,,t) =} €l

oldugundan N/A,(¢),N / A,(¢) € F(I) elde edilir.

N/A;(e) ={n € N:p(x,, k) < €} ve

N/A,(e) = {n € N:p(x,,,t) < &}

kiimelerinin en az bir ortak eleman1 vardir. k # t olarak alindig1 igin
p(k,t) < p(xp, k) + pxp, t)

plk,t) <e+e¢

p(k,t) < 2¢

ifadesi elde edilir. Bu ifade kabul ile ¢elismektedir. O halde bir dizi I —yakinsak ise
bu limit tektir.

(U) Bir x = (x,) dizisi almsin. Bu dizinin her bir alt dizisinin § noktasina
yakmsayan bir alt diziye sahip oldugunu fakat x dizisinin & noktasmna I —yakinsak

olmadig1 kabul edilsin. Ideal yakimsaklik tanimindan her &, > 0 igin,
A(eg) ={neN:ip(x,,8) = ¢} &1

olarak yazilir. Buradan [ uygun ideal oldugundan A(g,) kiimesinin sonsuz bir kiime
oldugu ifade edilir. A(gy) = {n; <n, <--<ny <--} seklinde almsm. y, = x,,,,
k € N, dizisi alinsin. y,, dizisinin x in bir alt dizisi oldugu agikca goriilmektedir. Bu
durumda y, dizisinin § ye I —yakinsak olmayan en az bir alt dizisi bulunur. Bu

durum kabule uygun degildir.

ii. A € I sonsuz kiimesi alinsin. A = {a,,a,, ..., ay, ... } seklinde yazilabilir. I agikar
olmayan ideal oldugundan dolay1 B = N/A = {by, by, ..., by, ...} kiimeside sonsuz
elemanli bir kiimedir. &;, 8, € X, §; # &, ile x = (x,) dizisi tanimlansm. k € N igin

Xq, = 01 ve xp, = 8, seklinde ifade edilsin. Buradan I — li{n X, = 0, fakat alt dizisi

Xq, i¢in [ — li]£n Xq, = 07 yazilir [14].
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Aciklama: Eger [ herhangi bir sonsuz kiime icermeyen uygun bir ideal ise,

I —yakinsaklik bilinen yakinsaklikla ¢akisir ve (F) aksiyomu saglanir [14].
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BOLUM 4

CIFT KUTUPLU BULANIK ZWEIER I —YAKINSAK DiZi UZAYLARI
Bu boliimde Zweier matris, Z ve Z, uzaylari, Zweier ideal yakmsak dizi uzaylar1

tanimlarina yer verilmis ve ¢ift kutuplu bulanik Zweier I —yakinsak dizi uzaylar1 Zj

ve Zbg kavramlari verilerek topolojik 6zellikleri incelenmistir.

Tanmm 4.1. A, u c w ve A = (a,;) (n,k € N) satir ve siitun sayilar1 sonsuz olan
bir matris olmak iizere her x € A i¢in Ax = ((Ax),,) doniisiim dizisi u niin elemani
ise ((Ax),) dizisine x dizisinin A — doniisiimii denir. A matrislerinin sinifi A: 1 - p
olacak sekilde (A:p) ifadesiyle gosterilir. Burada (Ax),, = X aniXx seklinde ifade
edilir. Doniisiim dizilerinin mevcut olmasi i¢in

Ax = (Ax), = z A Xk

k

serisinin her bir n € N i¢in yakinsak olmasi gerektigi agik olarak goriilmektedir [43].

Tanmim 4.2. A sonsuz bir matris ve ¢ bir dizi uzayi olsun.

@4 ={x € w:Ax € @} kiimesine A lineer doniisiimiiniin veya A matrisinin ¢

tizerindeki etki alan1 denir [44].

Dizi uzaylar ile ilgili yapilan calismalarda ilgilenilen problemlerden biri gesitli
yontemlerle yeni dizi uzayr insa etmektir. Ozel bir matrisin etki alanindan
faydalanarak yeni bir dizi uzay1 insa etmek arastirmacilar tarafindan en cok
kullanilan yontemlerden biridir. Altay, Basar ve Mursaleen [45], Malkowsky [46] ve

Ng ve Lee [47] bu yontemi kullanan arastirmacilardan birkacidir.
Tanim 4.3. y = (y;) dizisini, x = (x;) dizisinin ZP doniisiim olarak tanimlanir, yani,
Yi=px;i+ (1 —p)xiq

seklinde ifade edilir. Burada x_; = 0,p # 1 ve ZP asagidaki sekilde tanimlanan

ZP = (z;;,) matrisini gosterir, yani
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b, (l = k)
Zp=41—-p, (i—1=k)(i,k €N)
0, diger durumlarda

seklindedir [18].

Tanim 4.4. ZP —doniigiimleri sirasiyla ¢ ve ¢, uzaylarinda olacak sekilde tiim

dizilerin kiimesi Z ve Z, uzaylar1 agagidaki gibi tanimlanir;
Z={x=(x) eEw:(ZPx) € c}
Zo = {x = (x) e w:(ZPx) € ¢y} [18].

Teorem 4.1. Z ve Z, dizi uzaylar sirasiyla ¢ ve ¢, uzaylarma lineer izomorfiktir.

Yani Z = c ve Zy = ¢, seklinde ifade edilir [18].

Khan ve arkadaslar1 Z/, Z), ZL Zweier I —yakinsak dizi uzaylarmi asagidaki gibi

tanimlamislardir [20].

Tamm 4.5. Z2' = {x = (x,) € w:{k € N:I —limZPx = L}, 6yleki bir L € Cigin};
zh ={x = (xx) € w:{k € N:] —limZPx = 0}};

ZL, = {x = (xx) € w: {k € N:sup,|ZPx| < oo}}.

Daha anlasilabilir olmasi1 agisindan, tez boyunca x,y,z € w icin

ZP(x,) = x/, ZP(y,) = y/, ZP(z,) = z/ kisaltmalar1 kullanilacaktir [20].
Teorem 4.2 Z', Z) lineer uzaylardir [20].

ispat: (x/;), (y/,) € 24 ve a, B skaler olsun. Buradan,

I — lim|x,ﬁ| =0vel— lim|y,£| = 0 yazilir.

Verilen her € > 0 i¢in,

Ay ={ken:|x|>er )

A ={ken|y|>ter @
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seklinde yazilir.

|, + Byi| < Ll || + 1811k

(1) ve (2) ifadeleri kullanilarak,

{k €N: |ax,ﬁ +By,ﬁ| >elc A UA,

yazilir. Buradan (ax,ﬁ + ,[)’y,f ) € 2} ve dolayisiyla Z) bir lineer uzaydir.

Z! icin ispat benzer sekilde yapilmaktadir.

Teorem 4.3. Z! ve Z} dizi uzaylari sirasiyla ¢! ve ¢ uzaylarma lineer izomorfiktir.
Yani Z' = ¢! ve 2} = ¢l dir [20].

Tanmim 4.6. A vektor uzayi, A siirekli t —norm, V siirekli simetrik t; —konorm olsun.
Eger uY ve u4, A x (0,00) - [—1,1] iizerinde asagidaki kosullar1 saglayan bulanik
kiimeler ise B = {(u, wh(w), uh(w):u € A)} olmak iizere V = (4,8,A,V) (BFNS)

dortliisiine ¢ift kutuplu bulanik normlu uzay denir.
L. 0<uh(w,2)<1,-1<pi(u,1) <0,
2. uy(u,A) +ph(u, 1) <1,

3. () =1 u=0,

4. uy(au,A) = uj (u,i),a # 0,

24
5. up(u,wWAuy(w, ) < py(u+v,u+2),
6. wy(u,.):[0,00) - [0,1] siirekli,
7. 0im gy (w, A) =1,
8. uf(u, 1) =-1=u=0,

A
9. uhlau, ) = ub (u,|—),a # 0,

al
10. pb(u, wWVpi(w, ) = piu+v,u+ 1),
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11. p4(u,.):[0,0) - [—1,0] siirekli,
12. lim ph(u, 1) = -1,
13. uAu = u ve uVu = u, her u € [—1,1] igin.

Burada u,v € A, A,u > 0 ve a # 0 dir. Boylece B = (uz, Hﬁ) ¢ift kutuplu bulanik

norm olarak adlandirilir.

Ornek 4.1. (4,%8,A,V) BENS olsun. A,V sirasiyla t —norm ve ty —conorm olmak
lizere tiim a, b € [—1,1] i¢in aAb = min{a, b} ve aVb = max{a, b} olarak alinsin.
B: A x (0,00) » [—1,1] iizerinde uj(w), p4(u) bulanik kimeleri asagidaki gibi

tanimlanirsa;

A

T(u, ) =

A

‘) = ————

heru € Ave A > 0igin, V = (4,8, A, V) kiimesi bir ¢ift kutuplu bulanik normlu

uzaydir.

Tamm 4.7. (A,B,A,V) BENS olsun. Bir x = (x,,) dizisi 8 = (,uz, ,uf,) normuna
gore, her e>0 ve A>0icin py(x, —LA)=>1—¢ veuh(x,—LA)<e-—1
olacak sekilde bir n > ngy, ny € N var ise (x,,) dizisi L € A ya yakmsaktir. B —

lim x = L seklinde gosterilir.
n

Teorem 4.4. Cift kutuplu bulanik normlu uzaylar asagidaki 6zellikleri saglamaktadir.
i. Cift kutuplu bulanik normlu uzayda alman bir (x,,) dizisinin limiti varsa tektir.
ii. Cift kutuplu bulanik normlu uzayda (x,,) ve (y,) iki dizi olmak iizere,

B—limx, =L, ve B— limy, =L,ise B— lim x, +y, =L, + L, dir.
n—-oo n—»oo

n—-oo
iii. Cift kutuplu bulanik normlu uzayda bir (x,,) dizisi icin B — lim x,, = L, ise a #
n—-oco

0 olmak iizere B — lim ax, = aL, dir.

n—-»oo
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Ispat: i. V = (4,8,A,V) BFNS, her £ >0 ve 1 >0 icin x = (x,,) V de bir dizi

olsun. Bir x = (x,,) dizisinin limitleri B — limx = L; ve B — limx = L, alinsm, bu

durumda
W (ty — Ly, D) 21 —eve py(x, — Ly, ) <e—1,

puh(x, —Ly,A) =1 —¢eveuy(x, — Ly, A) < & — 1 yazilir. Burada A siirekli

t —norm ve V siirekli simetrik t; —konorm olmak iizere,
:uj:l(xn - Ll' A)A MZ(Xn - Lz» /1) < l'l:l(xn +xn — (Ll + LZ):/1 + A)

= uu(2xn — (Ly + L2), 22)
— _ (Li+l2)
= Ha (x” 2 ’A)

(1-)A1—e) =1 —e) < (x, — L2, 2) elde edilir. Kabul geregi 1512

elemaninin L; veya L, elemanma esit olmasi gerekir. Buradan L; = L, oldugu

kolayca goriileblir. Ayni sekilde,

2 (Ll + LZ)
Ha\dXn ———

,/1> = .fo (an - (L1 + Lz): 21)

= pa O+ xp = (L1 + L), A+ 2)
< G — Ly, DV (e — Ly, ) < (e — DV(e — 1)
<(e—-1)
14 (xn - @,A) < (e —1)elde edilir. Buradan L; =L, oldugu igin (x,)
dizisinin limiti tektir.
i1 ve 1iii nin ispat1 tanim 4.7. ve 1 nin ispatindan agiktir.

Tanim 4.8. /S2* agikar olmayan bir ideal, V bir BENS ve (x,,) V de bir dizi olsun.

Her € > 0 ve A > 0 olmak iizere

neN:puy(x, —LA)=1—cveya uf(x,—LA)<e—-1}€l
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oluyorsa, (x,) dizisi B = (,uZ, ,ufl) normuyla L € A elemanina [ —yakinsaktir denir.

Iy — limx,, = L seklinde gosterilir.
Tanim 4.9. V = (4,8B,A,V) BENS olsun. r € (0,1),t > 0 ve x € A alinsin.

B,(r,t) = {k € N:pi(x — L, t) = 1 —r veya ufy(x; — L, t) <1 —1} € I kiimesi,

t'ye gore merkezi x ve yarigapi r olan bir agik yuvar olarak adlandirilir.

Yukarida yapilan ¢ift kutuplu normlu uzay ve bu uzayda verilen yakinsaklik ve acik

yuvar tanimlarindan sonra asagida dizi uzaylarindan bahsedilecektir.

Khan, Ebadullah ve Yasmeen [20] asagidaki dizi siniflarini tanitmistir.

Z' ={x=(x) Ew:Ve>0icin{k €N: x| —L| = e} €I, L € Cvarduir}
Zh = {x = (xp) Ew:V e > 0icin, {|x]| = e} € I},

burada x € w olmak iizere ZP(x;,) = x/ tanimlanmustur.

Bu tezde ¢ift kutuplu bulanik Zweier I —yakinsak dizi uzaylar1 asagidaki gibi

tanimlanacaktir.
2 = {x = (xx) Ew:{k € N: iy (x,/(—L,t) >1—eveya uj (x,é —L,t) < S—l}EI};

2 = {x = (x,) € w:{k € N:u), (x,/(,t) >1—ecveya i (x,/c,t) <e— 1} € I}
Teorem 4.5. Zi; ve Zy lineer uzaylardir,

Ispat 1: (x/ ), (y/ ) € ZSIB ve a, f§ skaler olsun. O halde verilen her € > 0 i¢in;

Al={kEN:u£(x,ﬁ—L1,L)21—sveyauf,(x,£—L1,L)Se—1}EI,

2|a| 2|a|

t
2|B

t

m)sS—1}e1,

Azz{kEN:uIl(y,ﬁ—Lz, )Zl—eveyauf,(y,g—Lz,

ve A3 = A; U A, olacak sekilde A; € I alalim. Buradan her (x/ ), (y/ ) € Z& igin

m € A; olsun,

,ur(x/ —L L>>1—eveya;ﬁ)(x/ —L L><e—1
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t t
r ./
— L, >>1—evea ( — Lo, )Se—l
Ua (ym 2 Zlﬁl y :uA y 2 zlﬁl

olarak yazilsin buradan,
0 ((axh, + Byl — (aly + BLy),¢) = 1 ((axh, — aLy) + (Byh — BL2).t)

> uh (ax/ O,’L1,£) A (ﬁyT{l - 'BLZ'E)

(et = i) 06 (= L )
>(1-e)Al-¢)

=1-¢)

ve
uh (g, + Bym) — (aLy + BL), ¢) = i ((axi, — aL) + (Byy, — BL2), )
< uh (axhy — aLy,5) Vit (Byp — L)

.Ufl ( — Ly,

2la |) Vi (y Lz’zml)

<(e-1DV(e-1)
=(-1)

yazilir.

{k € N: ,ufl((axk + ,Byk) — (aLy + BLy),t) = 1 — e veya ,uA((axk + [)’yk) —
(aly + BLy),t) <e—1 } c A; oldugundan Z bir lineer uzaydir.

ispat 2: (x/ ), (y/ ) S Z% ve a, [ skaler olsun. O halde verilen her € > 0 icin;
A; {k € N: u (xk L1'2|a|) 1 — & veya u (xk L1'2|a|) £ — 1} €l

Azz{kEN:yZ(yk L2'2|B|) 1—eveyauf,(y,g—Lz,ﬁm)Se—l}EI,

27



¢
2|al

Aiz{kEN:l—,uZ(x,ﬁ—Ll, )Seveya —1—,uf,(x,/(—L1,L)2—e}E

F(I)

A§={keN:l—,ufl(y,f—Lz,L)Seveya —1—,uf,(y,£—L2,L)2—s}E

2|a|

F(I)

ve A; = A; U A, olacak sekilde A; € I alinsin. Buradan A§ nin F(I) da bostan farkli

bir kiime oldugu sonucu ortaya ¢ikar. Bu durumu her (x/), (y/) € 2% icin,

A§ c {k eEN:1— ,ufl((ax,ﬁ + ,B’y,f) — (alL, + BL,), t) <éeveya —1—

wh((ax) + Byl) — (aLy + BLy),t) = —¢ }

oldugunun gosterilmesi gerekmektedir. m € A$ olsun,

() — . 1= (! —1. _
1 uA(xm Ll,zlal)Seveya 1 ,uA(xm L1’2|a|)2 £

ve

1—uy (}’741 - Lz,%ﬁl) <eveya —1— (y,/n - Lz,%ﬁ') > —¢ olarak  yazilr.

Buradan

(Gl + Byl — Gl + L, €) = i ((axy — aLs) + (vl — BLo)

pal(@xy + Byy) — (aly + BLy), pa\(axy, —aly) + (Bym — BLz), t

t t

> 1 (axpy — aly,s) A (Byi — Bl
— (. _ _t r{./ _ ot
= uy (xm L1,2|a|) A uj (ym LZ'Zlﬁl)
>1-e)A1—-¢)
=(1-¢).

wi((ax), + Byh) — (aLy + BLy),t) = 1 — ¢ ifadesinden

1- .U:l((“xr/n + Byl — (aLy + BLy), t) < e elde edilir. Benzer sekilde,

uh((@xp, + Byp) = (aly + BLy), t) = s ((axh, — aLy) + (Byj, — BL2). t)
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IA

b (cxpy = alo, 5) Vi (Bym = BLa)

ut (x,/n — L, ﬁ) V i (yr@ - Lz'fm)

<(-Dv(-1
=(-1

,ufl((ax,/n + ﬁy,él) — (aLy + BLy),t) < (e — 1) ifadesi elde edilir. Buradan

-1- ,ufl((ax,/n + ﬁy,él) — (alLy + BL,), t) > —¢ yazilr.

Bu ifade asagidaki gibi ifade edilir;

A§ c {k eEN:1-— uﬁ((ax,ﬁ P ,By,{) — (aL, + BL,), t) <éeveya —1—

uh((ax), + By)) — (aLy + BLy),t) = &},
Buradan Z lineer uzaydir.

Teorem 4.6. Her acik yuvar B, /(r, t), Z& de bir agik kiimedir.

Ispat: B, ,(r,t) kiimesinin x/ merkezli r yarigapli bir a¢ik yuvar oldugu kabul

edilsin.

B (rt) ={keN:y(x,y —Lt) =1 —rveyaui(x, —Lt)<r—1}€l

oldugu bilindigine gore y’/ € B,,(r,t) olacak sekilde y/ eleman1 almsm. Buradan
uh(x/ =yl tg) =1 -1 ve ui(x/ —y/,ty) <7 —1 olacak sekilde bir t, € (0,t)
vardir. vy = (x/ —y/, to) olarak kabul edilirse ry > 1 —s > 1 — r olacak sekilde
bir s € (0,1) vardir. ry, > 1 — s ifadesinden ryAr; > 1 —s ve (1 — 1)V(r, — 1) <
s — 1 olacak sekilde 74,75 € (0,1) bulunabilir. r; = max{ry, ,} almsm ve B,/(1 —
r3,t — ty) acik yuvarl géz oniine alinsin. Teoremin ispati igin By/(l —1r3t—ty) C
B,/(r,t) oldugu ispatlanmalidir. O halde, z/ € B,/ (1 =15t —ty) olsun. u (y/ -

z/,t —ty) >ryve pb(y/ — z/,t — to) < 1y yazilabilir.

un(x/ —2/,t) = pn(x/ —y/ to)Aun(y/ — 2/, t — ty) = 1oArs = 1Ay > 1— 5 >

1 —r oldugu goriiliir. Ayni sekilde,
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lifl(x/ ~z/, t) = lifl(x/ -/, to)vlifl(y/ —z/,t - to) <S@o— DV, - 1) <s-
1 <r—1 olarak ifade edilir. Boylece z/ € B,,(r,t) oldugu gériiliir ve dolayistyla

By/(l —13,t —ty) € B,/(r,t) drr.
Sonug: Z& BFNS olmak iizere;

Ty = {X c Z&:V x € X igin,t > 0 ver € (0,1) olacak sekilde B,/(r,t) c

X vardlr} seklinde tanimlanan g, Zk; izerinde bir topolojidir.
Teorem 4.7. Z ve Z{i Hausdorff uzaylardir.

ispat: x/,y/ € Z& ve x/ #y/ olsun. Bilindigi iizere 0 < pj(x/ —y/,t) <1 ve
—1 < pi(x/ —y/,t) <0 dir. Burada ry = pj(x/ —y/,t) ve r, = uh(x/ — y/,t) ve
r = max{r;, —r,} almsm. Her r, € (r,1) olmak iizere r3Ar, = 1y ve (13 — 1)V(r, —

1) <7r,—1 olacak sekilde 73,1, tanimlansin. rs = max{rs;,r,} olacak sekilde

B,/ (r5 - 1,%) ve B,/ (rs — 1,2) acik yuvarlari ele alinsin. Z& nin Hausdorff uzay1

oldugunu gostermek i¢in B,/ (rs — 1,%) NB,/ (r5 — 1,%) = @ oldugunu gostermek
— . / t t

yeterlidir. Bu sebeple bir z/ € B,/ (rs - 1,5) NB,, (r5 -1, E) eleman1 alinsin.

ro=uh(x/ —y/,t) = (x/ - Z/,%) Auly (Z/ - y/,%) > 1Ay > 130T > 10 > 1y

Ve

r, =uh(x/ —y/,t) < uh (x/ —Z/,%)Vujf1 (z/—y/,%) <(s—1DV(@Is—1) <

(7'4_— 1)V(T‘4— 1) STO - 1 <T'2

: . ) ¢ t N
yazilir ve bu bir celiskidir. Yani B,/ (rs — 1,5) N By/ (r5 — 1,5) =@ oldugu

goriiliir. O halde Zi; Hausdorff uzayidir. Z\ igin ispat benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.8. Z bir BENS ve g, Zk iizerinde bir topolojidir. Bir dizi x,/ € Zk
olsun. x;/ - x/ ancak ve ancak her k — oo igin pj(x,/ —x/,t) > 1 ve p(x;/ —

x/,t) > —1 dir.
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Ispat: t > 0 ve x,,/ - x/ olsun. O halde r € (0,1) i¢in 6yle bir n, € N vardir ki tiim

k = ng igin x;/ € B,/(r,t) dur.

B, (r,t) ={k € N:py(x,/ —x/,t) =1 —rveyapb(x,/ —x/,t) <r—1} el
oldugu tanim 4.9. da verilmistir. u} (x,/ —x/,t) = 1—71 ve ui(xi/ —x/,t) <r—

1 oldugundan p (x,/ — x/,t) > 1 ve pb(x/ — x/,t) » —1 oldugu goriiliir.

Tersine her t > 0 ve k — oo igin u}(x,/ — x/,t) > 1 ve pf(x,/ —x/,t) > —1 ise
r € (0,1) ve tim k > ng icin 1 — ph(x/ — x/,t) <rve =1 —ub(x,/ —x/,t) <r
olacak sekilde bir ny € N vardir. Buradan u}(x,/ —x/,t) =1 —7r ve pb(x/ —
x/, t) < r —1 sonucu ortaya ¢ikar. Boylece tim k >n, x,/ € B,/(r,t) olur ve

buradan x,/ = x/ olur.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER
Yapilan literatiir taramalarinda, Zweier I —yakimsak dizi uzaylar ile ilgili birtakim
calismalar yapilmasma ragmen, c¢ift kutuplu bulanik Zweier [ —yakinsak dizi
uzaylar1 ile ilgili calismalarin sinirhh sayida oldugu goriilmektedir. Bu bulgu
eksikligini doldurmaya odaklanan bu calismada; ¢ift kutuplu bulanik normlu uzay,
¢ift kutuplu bulanik normlu uzayda yakmsaklik, ¢ift kutuplu bulanik normlu uzayda
ideal yakinsaklik tanimlar1 yapilmistir. Ayrica Zweier matrisi ile ¢ift kutuplu bulanik
kiimeler kullanilarak c¢ift kutuplu bulanik Zweier I —yakinsak dizi uzaylar1 insa
edilmis ve bazi topolojik Ozellikleri incelenmistir. Bu konuda literatiirde heniiz
herhangi bir ¢alismaya rastlanmadigindan bu bulgular calismamizin yazina katkisi

olarak diisiiniilebilir.

Calismanin bulgular1 dogrultusunda teorik ve uygulamaya doniik Oneriler su

sekillerde sunulabilir:

e Belirsizlik ve karmasikligin yiiksek oldugu giiniimiizde daha etkili analiz ve
kararlar alinmasi i¢in siber giivenlik, akilli sehirler (trafik yonetimi, akilli
altyap1 gibi), robotik sistemler gibi alanlarda uygulanabilir.

e Bununla birlikte belirsizligin ve bulanikligin daha detayli bir sekilde
modellenmesi ve analizi i¢in gii¢lii bir arag olarak tibbi teshis ve saglik
sistemleri, miihendislik ve kontrol sistemleri gibi bir¢ok alanda kullanilma
potansiyeli yliksektir.

e Kiiresel salginlarla miicadelede O6nemli bir rol oynayan asilarin tercih
edilmesi, bu konudaki kaynak yonetimi ve karar verme algoritmalarinda cift
kutuplu bulanik metrik uzaymm kullanilabilecegi Zararsiz ve Riaz tarafindan

da Onerilmektedir [34].
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