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OZET
Bu tez ¢alismasi alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci bdlimde fark denklemleri
ile ilgili genel bilgiler verilmistir. ikinci boliimde, fark denklemleri ve fark denklem
sistemleri ile ilgili literatiirde yapilmis olan ¢alismalardan bahsedilmistir. Ayrica fark
denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili bazi tanim ve teoremler verilmistir.
Uclincii bélimde,

Xn—k yn—l _ yn—k Zn—l — Zn—k Xn—I

Xn = ' yn - ' Zn
bXn—k + ayn—k—l dyn—k + CZn—k—l fzn—k +eXn—k—l

, nel,,
fark denklem sistemi tanimlanarak c¢oziimleri elde edilip ¢oziimlerinin asimptotik

davranisi incelenmistir. Dérdiinct bélumde,

X, =Y'2l, y =2t 7 =tx*,, t =Xy’ , nell, sisteminin kapali formda
¢ozilebilirligi gosterilip bazi 6zel durumlar igin de ¢ozimler elde edilmistir. Besinci
bolumde, Gglnct bolumdeki fark denklem sistemi ile ilgili elde edilen ozellikleri
destekleyen numerik oOrnekler verilmistir. Altinct bolumde ise sonug ve Oneriler

verilmistir.

Anahtar kelimeler: Fark Denklemi, Fark Denklem Sistemi, Asimptotik Davranas,
Periyodiklik.
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ABSTRACT
This study consists of six chapters. In the first chapter, the general information about the
difference equations is given. In the second chapter, studies in literatiire on difference
equations and systems of difference equations are mentioned. Also, some definitions
and theorems are given about difference equations and system of difference equations.

In the third chapter, system of difference equation

Xn—k yn—l _ yn—k Zn—l — Zn—k Xn—I

X, =————"——, y, = , Z , nhell,
dyn—k + CZn—k—l fzn—k +eXn—k—l

n
bXn—k + a‘yn—k—l

is defined, its solutions are obtained and the asymptotic behavior of the solutions is

investigated. In the fourth chapter, solvability of system of difference equation

X, =Y'Zl, Yy =2t 7 =t'x* ,t  =xy’,nel, is shown and general
solution is obtained for some special cases. In the fifth chpater, numerical examples
supporting the obtained properties related to the system of difference equations studied
in the third chapter are given. In the sixth chapter, results and discussions are given.

Keywords: Difference equation, System of difference equations, Asymptotic

behaviour, Periodicity.
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BOLUM 1

GIRIS

Fark denklemleri ve fark denklem sistemleri, matematigin bircok dalini etkileyen bir
alandir. Bu yiizden yillardir bu denklemler ve denklem sistemleri ilgi ¢ekici bir alan
olmus ve olmaya da devam etmektedir [25]. Ayrica fark denklemleri, gozlenen
olaganiistii gelisimlerin dogal tanimlar1 olarak ortaya cikar. Cilinkii zamanla gelisen
degiskenlerin Ol¢limlerinin ¢ogu ayriktir ve bu denklemler kendi baslarima onemli

matematiksel modellerdir [50].

Fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin ¢6ziilebilirligi hi¢ siiphesiz bu alanda ki
konularin en ilgi ¢ekicilerinden bir tanesidir. Fark denklemlerinin ¢oziimleriyle ilgili ilk
sonuclar de Moivre tarafindan elde edilmis ve daha sonra bu sonuglar Euler tarafindan
gelistirilmistir. On sekizinci yiizyilin ikinci yarisinda, basta Lagrange ve Laplace olmak
lizere bircok matematik¢i tarafindan daha oOnemli sonuglar elde edilmistir. On
dokuzuncu yiizyilin sonuna kadar ise fark denklemleri hakkinda elde edilen bilgilerin
bir kismi kitaplarda yaymlanmistir. On dokuzuncu yiizyilda fark denklemleriyle
ilgilenen arastirmacilar, denklemlere yaklasik ¢6ziimler bulma, denklemlerin niteliksel
teorisi vb. gibi konulara yonelmislerdir. Son ¢eyrek asirda da pek ¢ok yazar fark
denklemleriyle ugrasirken bilgisayarlar1 ve bilgisayar programlarini kullanmigtir.
Yazarlarin bir kismi bilgisayarlari, fark denklemleri ve fark denklem sistemlerinin
¢Oziimlerinin davranislar1 hakkinda tahminlerde bulunmak i¢in kullanmis, bir kismi ise
acik ¢oziimlerinin yani sira kapali formdaki ¢oztmlerinin formillerini elde etmek igin
kullanmistir. Denklemlerin ¢Ozlimlerinde bazi teorilerin bilinmemesi ve bazi
formiillerin yeni olmasi siklikla problemlere yol agmis olsa da calisilan makalelerin bir
kismu ile bu tiir problemler incelenmis ve bu sekilde elde edilen bazi formiillerin teorik
aciklamalar1 verilmistir. Teorik agiklamalardan biri de ele alinan denklem ya da sistemi

uygun doniisiimler vasitasiyla X, =a X, _, +a,X _, +---+aX,_, hell,, seklinde lineer

fark denklemine indirgeyerek ¢oziimleri elde etmektir. Indirgenen bu fark denkleminin



cozumleri, B(A) =1 —aA " —a,A“?—-..—a,_,A—a,, polinomunun kdkleri ile iliskili

olacagi aciktir. Bu polinomun derecesi besten biiylik veya bese esitse polinomun esas

kokler  vasitasiyla  ¢oziilebilir  olmasina  gerek  olmadigt  bilinmektedir.

X, =X, +a,X_, +--+aX,_,, denkleminin genel ¢ozimi X, =ZQj(n)x? formull
j=1

ile verildiginden bu durumda P, (A) =A" —aA**—a\*?—...—a,_,A—a,, polinomunun

tim koklerini esas kok olarak bulmak miimkiin olmayabilir. Dolayisiyla bu gibi

durumlarda x, =aXx,,+aX, ,+---+aX,_,, denkleminin teorik olarak ¢ozulebilir

oldugu soOylenebilir. Bir fark denkleminin teorik olarak ¢oziilebilir olmasi i¢in bahsi
gecen polinomun genel forma sahip olmasi 6nemlidir. Bir fark denklem sistemi
¢cOziimleri taniml1 yapmayan baslangic kosullarina sahip olsa da bu, genelde sistemin
coziilebilirligini etkilemediginden, sistemin sonlu sayida kapali formda formiilii varsa

bu sistemin kapali formda ¢oziilebilir oldugu kabul edilir [85], [86].

1.1. Amag ve Kapsam

Bu tez calismasmin iki ana amaci vardir. Birincisi; a,b,c,d,e, f parametreleri ve
X, Y. 2, 1€{,2,...,k+1}, baslangi¢ kosullari reel sayilar olmak tizere

— Xn—k yn—l _ yn—kzn—l — Zn—k Xn—l

X v Y= , Z
bxn—k + a'ynfk—l dyn—k + CZn—k—l on—k + eXn—k—l

, el

n n

uc-boyutlu (k+|). mertebeden fark denklem sistemini tanimlayarak kapali formda

¢cozmek, sistemin iyi tanimli ¢ozlimlerinin k=2, I=1 durumunda asimptotik davranislari

da incelemektir. Tezin diger amaci ise &, f,7,6 ,&, 14, Ve p parametreleri tamsayi
ve i €{0,%} icin X,y ;,z;,t, €] \{0} baslangi¢ kosullar1 olmak iizere

Xoa = Yo Zoas Yoa = 2t Zoa =X, G =X0y7,, nelly,

dort boyutlu ikinci mertebeden carpilabilir tipteki fark denklem sisteminin kapali
formda ¢oziilebilirligini  gostermek, f=0,0=0, 4=0, p=0 ve PBoup+#0

durumlarina gére genel ¢6zumuni elde etmektir.



BOLUM 2

2.1. Kaynak Arastirmasi

Bu bélimde fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili literatiirde yapilmis

olan ¢alismalardan bahsedilecektir.

Elsayed (2010), “On the solutions of a rational system of difference equations” adl

calismasinda
1

Xn+l = y ’ yn+1 = ))(/nyk 1 n ED 01 (21)
n—-k nJtn

(k+1). mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerini elde etmistir. Burada

baslangi¢ kosullari sifirdan farkl reel sayilardir [14].

Elabbasy ve calisma arkadaslar1 (2011), “Global behavior of the solutions of some

difference equations” adli galismalarinda x;, ie{0,1,...,r}, baslangi¢ kosullan keyfi
pozitif reel sayilar, r=max{l,k, p,d} negatif olmayan tamsay1 ve a, b, ¢ pozitif

sabitler olmak Uzere

ax. X
Xy =——1*— nell,, (2.2)
bx ~—cx
n-p n—q

fark denkleminin denge noktasinin global ¢ekimliligini incelemislerdir. Dahasi baz1 6zel

durumlar i¢in ¢6ziimlerini ve ¢oziimlerinin asimptotik davraniglarini da incelemislerdir

[10].

Din ve ¢alisma arkadaslar1 (2012), “Dynamics of a fourth-order system of rational

difference equations” adli ¢alismalarnda «, B, 7, «,, B, y, Pparametreleri ve
X Yo ie{0,1,2,3}, baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak izere

_ axn—3 _ alyn—s
- ! n+l — !
ﬂ + 7yn yn—lyn—z yn—S ﬂl + 71Xn Xn—lxn—zxn—3

nel,, (2.3)

Xn+1



dordiincii mertebeden fark denklem sisteminin denge noktasi, denge noktasinin lokal
asimptotik kararliligi, denge noktasinin kararsizligi, pozitif ¢oziimlerin periyodik
davranisi ve global ¢ekimliligini incelemislerdir [7].

Karatas ve Yalcinkaya (2012), “On the solutions of the difference equation” adli

calismalarinda

AX
X =k nell,, (2.4)

n+1 2k+1

—A+] [
i=0
(2k+2). mertebeden fark denkleminin ¢oziimiinii incelemislerdir. Burada k pozitif tam

sayl, X, l€ {0,1,..., 2k +l},ba$1ang1g: kosullar1 sifirdan farkli reel sayilar ve
2k+1

[]x:#A dr[38].

i=0

El-Metwally (2013), “Solutions form for some rational systems of difference equations”

adli ¢alismasinda baslangi¢ kosullart sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

Xn—lyn y _ Xn yn—l
n+l ! n+l T '
iXn—l * yn—2 iyn—l * Xn—2

nel,, (2.5)
rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢éztmlerini elde etmistir [13].
Qureshi ve ¢alisma arkadaslar1 (2013), “Global behavior of third order system of

rational difference equations” adli ¢alismalarinda, &, B, 7, a,, B,, y, parametreleri
Ve X, X, X, Yo Y. Y, baslangi¢ kosullart pozitif reel sayilar olmak iizere asagida
verilen

axn—Z al yn—2

= ' yn+ = !
B+ XX 1%, ' B+ 7YoYoaYn o

uclinc  mertebeden rasyonel fark denklemlemlerinin  dinamik davranislarini

nell

0’ (2.6)

n+1

¢alismislardir [48].
Stevic ve ¢alisma arkadaslar1 (2013), “On a class of solvable difference equations”

adli galigmalarinda, k,I,m,s sabit dogal sayilar, a, b sifirdan farkli reel sayilar ve

X, 1= ]7', 7 = max {k, I,m, S} baslangi¢ degerleri reel sayilar olmak tizere
Xn—k Xn—l
X =—20K0d - nel | 2.7
" ax_, +bx . ° @7



fark denkleminin literatiirdeki mevcut bazi 6zel durumlarindan farkli baska 6zel
durumlar i¢in kapali formda ¢oziimlerini elde etmisler ve s=1 ig¢in bu ¢Ozimlerin

asimptotik davranigini incelemiglerdir [57].

Khan ve Qureshi (2014), “Behavior of an exponential system of difference equations”

adhi cahsmalarinda, a, B, 7, «,, B, Ve y, parametreleri ve x,, vy, ie{01},
baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

_aetafe ot fet

- J n+ , hell
ytaX, + X, Nntay, Yo

o (2.8)

n+1

ustel tipten fark denklem sisteminin nitel davranislarini galismiglardir. Daha kesin
olarak, smirlilik karakterini, direncini, pozitif denge noktasimin tekligi, lokal ve global
davranisi ve sistemin pozitif denge noktasina yakinsayan pozitif c¢oziimlerinin
yakinsama oranini arastirmiglardir. Teorik sonuglari dogrulamak icin bazi sayisal
ornekler de verilmistir [39].

Khan ve cahsma arkadaslar1 (2014), “Asymptotic behavior of an anti-competitive

system of rational difference equations” adli ¢alismalarinda,
a, B,v.a, By ¥ 6(0, oo) ve baslangic kosullar1 X, Y, e(O, 00) olmak Uzere

ay, o X,
:ﬂ+7xf’ = nel,, (2.9)

Bitndn
rasyonel fark denklem sisteminin yakinsaklik oranmi ve global davranigini

n+1

arastirmiglardir. Teorik sonuglarin dogrulanmasi igin bazi sayisal 6rnekler de verilmistir
[40].
Qureshi ve calisma arkadaslar (2014), “Some systems of second-order rational

difference equations” adli ¢alismalarinda, o, 8, 7, «,, B, 7, @, b, C, a, b, c,

parametrelerive x .,y ,, ie {0,1}, baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

ax, Yo
, hel , 2.10
n+1 ﬂ + jfyﬁ yn+l ﬂl + 1X§ 0 ( )
ve
ay, X,
=—, 4 = , ne D y 211
T ol I b, +c,y? 0 (211)



ikinci mertebeden yukaridaki iki fark denklem sisteminin nitel davranigini
calismislardir. Ozel olarak denge noktasinin lokal asimptotik kararlilig1 ve kararsizligi,

denge noktasinin global karakteri ve sistemlerin yakinsaklik orani ¢alisilmistir [49].

Stevic ve ¢alisma arkadaslar1 (2014), “On a solvable system of rational difference

equations” adli ¢alismalarinda, k,lel , x,,y, e0\{0}, i=1k+I, ve ab,c,d
parametreleri reel sabitler olmak tizere

_ Xn—k yn—l _ yn—k Xn—I

= yY, = , hel
bX,_ +aY, dy,  +CX,

X

n

07 (2.12)

fark denklem sisteminin kapali formda ¢6zilebilirligini gostermislerdir [68].

Din (2014), “Qualitative behavior of an anti-competitive system of third-order rational

difference equations” adl1 ¢alismasinda, o, B, v, «,, B, y, parametreleri ve x .y ;,
= {0,1, 2, 3}, baslangig¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak izere

_ ay, ; r X, 5
- ! n+l = !
B+rX X, 1%, B+ 7Y YnaYns

dordiinc mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin denge noktasiin lokal ve

nel,, (2.13)

n+1

global asimptotik davranigi ve yakinsama oranini ¢alismistir [8].

Din (2014), “On a system of rational difference equation” adli calismasinda,
parametreler a, b, ¢, d, e, f e(O,oo) ve baslangi¢ kosullart X, Y, e(0,00) olmak

Uzere

nell,, (2.14)

rasyonel fark denklem sisteminin denge noktasinin lokal asimptotik kararliligi, global

karakteri ve ¢oziimlerin periyodikligini ¢aligmistir [9].

Elsayed (2014), “On the solutions and periodic nature of some systems of difference

equations” adli ¢alismasinda, baslangi¢ kosullari sifirdan farkli reel sayilar olmak (izere

z X z

— _“n17n-2 , Y. = n-1Yn-2 , 7 = M’ nell , (215)
n n+1 n n+1 + 0

X, T Yoo T2, z *n

n-2 —



rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢éziimlerini incelemistir [15].

Tollu ve ¢alisma arkadaslar1 (2014), “On fourteen solvable systems of difference

equations” adli galigmalarinda, p,, q,, r, ve s, dizilerinin her biri x veya vy,

n

dizilerini temsil etmek Uzere,

_1+ P, _1+rn

n+1 ' n+l ’

o Sh

X nel

0s (2.16)

fark denklem sistemini incelemislerdir. Dahasi on alti olast sistemden on dordii
¢cOzlilmiistir. Bu on dort sistemin on ikisinin ¢ozumleri Fibonacci sayilart ile
iliskilendirilmistir [71].

Elsayed ve Ibrahim (2015), “Periodicity and solutions for some systems of nonlinear

rational difference equations” adli galismalarinda, x,y,,i€{0,1,2}, baslangig

kosullar1 sifirdan farkli reel say1 olmak {izere

Xn—2 yn—l y”_z X”_l
_ Y 2.17)
Yo (£1£X,,Y04) b (LAY, X, )

ucunct mertebeden lineer olmayan fark denklem sistemlerinin periyodikligini ve

n+1

cozimlerinin formlarini aragtirmiglardir [16].

El-Dessoky ve Elsayed (2015), “On the solutions and periodic nature of some systems
of rational difference equations” adli galismalarinda, x_, y,i<{0,1}, baslangic
kosullar sifirdan farkli reel sayilar olmak Gzere

_ Xn yn—l y _ yn Xn—l
- ' n+l '
yn—l * yn Xn—l T Xn

ikinci mertebeden fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerinin varligi ve periyodikligini

nell,, (2.18)

n+1

calismuglardir [11].

Stevic (2015), “First-order product-type systems of difference equations solvable in

closed form” adli ¢alismasinda, a,b,c,d €Ul | a, B €l {0}, z,,w, e \{0} olmak Uizere

a0 Cypsd
Z,,=0,W,, W, =p6ZW, nel,, (2.19)



birinci mertebeden fark denklem sisteminin ¢oztimlerini kapali formda bularak, sistemin

kapali formda ¢oziilebilirligini gostermistir [51].

Stevic (2015), “Product-type system of difference equations of second-order solvable in

closed form” adli ¢alismasinda, a,b,c,d, f,gell, x,y,,z, e0\{0}, i €{0,1}, olmak

Uzere,
a c f
Yn n Xn
Xn+1 = b 1 yn+l = d 1 Zn+j|_ = g ’ n € D 0! (220)
Zy4 Xno1 Yo

carpilabilir tipteki fark denklem sisteminin kapali formdaki ¢oziimlerini elde etmistir
[52].
Stevic ve ¢alisma arkadaslar1 (2015), “On a product-type system of difference

equations of second order solvable in closed form” adli ¢alismalarinda, a,b,c,d 01,

z,,25,W ,,W, ] olmak Uzere

Zy W,
Zy=—— W, =—=, nNell,, (2.21)
Wn—l Zn—l

fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilirligini gostermislerdir [53].

Touafek ve Elsayed (2015), “On a second order rational systems of difference
equations” adli ¢aligmalarinda, X, Y, 1€ {O,l}, baslangi¢ kosullar1 sifirdan farkl reel

say1 olmak Uzere

X X
S YKy oy o K Yes o (2.22)

iXn—l * yn X, yn—l

n+1

ikinci mertebeden fark denklem sistemlerinin ¢6ziim formlarin1 ve periyodikligini

caligmiglardir [76].

Touafek ve Elsayed (2015), “On a third order rational systems of difference
equations” adli ¢aligmalarinda, X, Y, I 6{0,1, 2}, baslangi¢ kosullar1 sifirdan farkli

reel say1 olmak iizere

= Koa¥n = %Yo
n+l '

yn T yn—2 Xn T Xn—Z

ucuncl mertebeden fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini incelemislerdir [77].

0 (2.23)

n+1



Yazlik ve ¢alisma arkadaslar1 (2015), “On the solutions of a max-type difference

equation system” adli ¢alismalarinda, [J , =[] U{O}, A parametresi pozitif reel say1 ve

X,, Y, baslangi¢ degerleri pozitif reel say1 olmak Gzere

Xy, = Max {i,min {1, AH Yo = Max {i min {1, A}} nell ,, (2.24)
Xn yn yn XI’]

max-type fark denklem sisteminin ¢éziimlerini elde etmislerdir [78].

Elsayed ve Ahmed (2016), “Dynamics of a three-dimensional systems of rational

difference equations” adli ¢alismalarinda, baslangig kosullar1 x ;, y ;, z_;, i€{0,1,2},
sifirdan farkli reel sayilar olmak Uzere

VAP (.= BV = B U S (2.25)

n+1 ! ’
Xn—2 * Zn—l yn—2 * Xn—l Zn—2 T yn—l

uc-boyutlu fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini ve periyodikligini arastirmislardir
[17].

Ibrahim (2016), “Closed form expression of tractable semi-max-type two-dimensional

system of difference equations with variable coefficients™ adli alismasinda, (A,) = ve

nel g

ie{O,l}, baslangi¢ kosullart pozitif

(B,),.. iki periyotlu pozitif diziler ve X, y_

reel sabitler olmak tzere

Xn+1 = MmaxX {i, an}, yn+1 = MmaxX {i’ ynl}' nell 0 (226)
n-1 Xn—l

ikinci mertebeden iki-boyutlu max-type fark denklem sisteminin periyodikligini ve

¢ozlimlerini incelemistir [24].

Khan ve Qureshi (2016), “Qualitative behavior of two systems of higher-order

difference equations” adli ¢alismalarinda, «, 8,7, B,,7,,a,b,c,a,,b,,c, parametreleri

ve X, Y, l€ {0,1,..., k}, baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sabitler olmak tizere
aXnJrk alymk
N+l = ) nel = , nell,, (227)
LB+ VYo ' Bt X ’



ve

_ W _ %X
- b 2 ' yn+1 - 2 !
+ an—k+l bl + Cl yn—k+1

yuksek mertebeden iki fark denklem sisteminin pozitif ¢ozimlerinin nitel davranigini

nel,, (2.28)

n+1

calismislardir. Daha kesin olarak, denge noktalarini, denge noktalarinin lokal asimptotik
kararliligini, kararsizligini, global asimptotik kararliligini ve bu sistemlerin P, = (0,0)

denge noktasina yakinsayan pozitif ¢oziimlerinin yakinsaklik oranlarin1 ¢alismislardir.
Elde edilen teorik sonuglarin desteklenmesi igin de bazi sayisal Orneklere yer

vermislerdir [41].

Stevic (2016), “Solvability of a class of product-type systems of difference equations”
adli ¢alismasinda, karmasik sayilar kiimesinde iki bagimli degiskene sahip ¢oziilebilir
carpilabilir fark denklem sistemlerinin bir sinifin1 sunmustur. Ana sonuglar literatiirdeki
bazi sonuglar1 tamamlarken ispatlar1 bazi metodolojik ayrmntilar icermektedir. Ikinci
mertebeden

z, =azl W ,, W, =pz0 W, nell,, (2.29)
carpilabilir tipteki fark denklem sistemin genel ¢oztimleri igin kapali formda formulleri

saglamig veya bunlarin nasil elde edilecegine dair prosediirler vermistir [55].

Stevic (2016), “Solvability of a product-type system of difference equations with six

parameters” adli ¢alismasinda, alt1 parametreli

a b

dya,C
Zn+1 =aZan’ Wn+1 =ﬂzn Wn—l’ n ED 0 (230)

carpilabilir tipteki fark denklem sisteminin iyi tanimli kompleks degerli ¢oziimleri igin
kapali formda formiiller elde etmistir. Coziimlerin formu parametreler ve baslangic

degerleri agisindan ayrintili olarak agiklanmistir [65].

Stevic ve calisma arkadaslar1 (2016), “Two-dimensional product-type system of

difference equations solvable in closed form” adli ¢alismalarinda,

ay b d c
Z..,=aZ W W, =7, W, ,, nell,, (2.31)

n"'n-11
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iki-boyutlu ¢arpilabilir tipteki fark denklem sisteminin ¢6ziilebilir oldugunu
gostermislerdir. Dahas1 fark denklem sisteminin genel ¢Oziimii i¢in kapali formda

formuller elde etmislerdir [54].

Stevic ve Rankovic (2016), “On a practically solvable product-type system of

difference equations of second order” a,b,c,d el , a,fcl\0}, z ,,z,,w, e \{0}

olmak Uzere,
ay, b cd
Zn+l = aZan' Wn+1 = IBWnZn—l’ ne D 0’ (232)

ikinci mertebeden fark denklem sisteminin ¢oziilebilirligini ¢alismislardir [56].

Yazlik ve ¢alisma arkadaslar: (2016), “On the solutions of a three-dimensional system

of difference equations” adli ¢alismalarinda, literatiirdeki bazi sonuglar1 genisleterek

Xn yn—l yn Zn—l Zn Xn—l
=—Tndea Gy = et g - S0l peq, 2.33
aOXn + bo ynfz y ' aiyn + blzn—z ' a'ZZn + bZXn—Z ’ ( )

U¢-boyutlu fark denklem sisteminin agik c¢oziimlerini elde etmislerdir. Ayrica

n+1

cozliimlerin agik formlarini kullanarak sistemin iyi tanimli ¢ézlimlerinin asimptotik

davranigini da incelemislerdir [79].

Ibrahim (2017), “Behavior of two and three-dimensional systems of difference
equations in modelling competitive populations” adli ¢alismasinda, {a,} dizisi ve x ,,
Xor Y Yo V€ z, baslangic kosullart x,y, #-a,, XY, #-a, Y X #—-a, Ve
YoX, # —, kosullarini saglamak tlizere

X yoo— Y, 1 oaop (2.34)

n+l

an + Xn—lyn an + yn—lxn yn Zn

n+1

rekabetci popiilasyonlarda modellenmis lineer olmayan fark denklem sisteminin kapali

formdaki ¢ozlimlerini belirlemis ve sayisal 6rnekler vermistir [25].

Elsayed ve calisma arkadaslar1 (2017), “On a solutions of fourth order rational
systems of difference equations” adli ¢alismalarinda, X, Y, ie{O,l, 2,3}, baslangig

kosullar sifirdan farkli reel sayilar olmak Gzere

11



== y =—=— nell, (2.35)

dordinct mertebeden fark denklem sistemlerinin ¢6ziim formlarini elde etmislerdir
[18].

Stevic (2017), “Product-type system of difference equations with a complex structure of
solutions” adli ¢alismasinda, a,b,c,d el , «,B,w,,w W, 2z,,z,,2, € \{0} olmak
Uzere

2., =az’W, W, =AW 2", nell,, (2.36)
fark denklem sisteminin ¢oziilebilirligi ¢esitli metodlar kullanilarak calisilmistir. Bu
sistem simdiye kadar calisilmis ilgili sistemlerin i¢inde en karmasik yapiya sahip olan

sistemdir ve ¢oziimlerin bazi formlari ilk defa ortaya ¢ikmistir [58].

Stevic (2017), “Solution to the solvability problem for a class of product-type systems of

difference equations” adli ¢alismasinda,
2 =az’ W, w, =pw.z%,, nel,, (2.37)
carpilabilir tipteki fark denklem sistemlerinin bir sinifi i¢in ¢6zulebilirlik probleminin

¢OzUma icin, sistemin ¢ozumleri agik formiiller sunularak verilmistir. Esas olarak en

karmasik durumlarda iki farkli yontem kullanilarak ¢6ziilmiistiir[59].

Stevic (2017), “Solvable product-type system of difference equations with two

dependent variables” adli ¢alismasinda,

ay, b c d
Z,,=aIW,, W,,=/pBW ,z.,, nell,, (2.38)

kapali formda ¢oziilebilen iki boyutlu carpilabilir tipteki fark denklem sistemlerinin
simiflarinin siurlt sayida oldugunun farkedildigini belirtmistir. Bu tipten yeni bir simif
sunmustur. Coziim formlarinin ayrintili bir analizi verilmistir. Sonuglar, bu tipteki
sistemlerde o©ncekileri tamamlar nitelikte ve ¢6ziim formlarin1 agiklamanin son

adimlarindan birini sunar. [60].
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Stevic (2017), “Two-dimensional product-type systems of difference equations of delay-

type (2, 2, 1, 2)” adli ¢aliymasinda, a,b,c,d €], «,B,w,,w, z, 1 {0} olmak

_11
uzere

z., =az’ W =pw 28, nel,, (2.39)

n+1
fark denklem sisteminin kapali formda c¢oziilebilirligini ispatlamigtir. En karmagik
formdiller sirasiyla a=0, ¢=0 ve abcd #0 durumlarina karsilik gelen sistemlere

iliskin ti¢ farkli polinomun sifirlar1 cinsinden elde etmistir [61].

Stevic ve ¢calisma arkadaslar1 (2017), “On a solvable class of product-type systems of
difference equations” adli ¢alismalarinda, a,b,c,del, «,pB,z,,2,,2,,w, €[] {0}
olmak tizere

.., =al’w, =pwzd,, nel,, (2.40)
fark denklem sisteminin ¢oziilebilirligini gostermislerdir. Parametrelere gore elde edilen

her durumda sistemlerin ¢oziimleri igin kapali formda formiiller elde etmislerdir [62].

Tollu ve cahsma arkadaslar1 (2017), “Global behavior of solutions for a difference

equation of third order” adli ¢alismalarinda, @ parametresi sifirdan farkli reel say1 ve

1
baslangic degerleri Y ,,Y ,, Y, €U \{5} olmak tizere

Yy =22 pnen (2.41)

1-ay,,
uclinct mertebeden fark denklemini gbéz oniinde bulundurmuslardir. Yukaridaki
denklemin c¢oziimlerinin hem formlarim1 hem de global davranigini belirlemislerdir.
Ayrica ¢ozlimlerin global davranisini agiklamaya katkida bulunan Padovan sayilari ile

bu ¢oziimlerin iligkili oldugunu goéstermislerdir [72].

Haddad ve c¢alisma arkadaslari (2018), “Well-defined solutions of a system of

difference equations” adli ¢alismalarinda, a, b, «, F parametreleri ve x_., vy,

e {0,1} , baslangi¢ kosullari sifirdan farkli reel sayilar olmak {izere

aX yn -1 b n lyn
+B You=—"""+a, nelly, (2.42)
yn b n_IB ’

n+l



fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini ve ¢odziimlerinin davranigini incelemislerdir.

Ayrica bazi 6zel durumlara ve sayisal 6rneklere de yer vermislerdir [19].

Khalig ve Elsayed (2018), “Qualitative study of a higher order rational difference

equation” adl ¢alismalarinda, r=max{l,m} igin x, i<{0,1...,r}, baslangi¢ kosullari
sifirdan farkli reel sayilar ve «, f ve y sabitler olmak Uzere

ax X
X, =—-"a " nell,, (2.43)
,B Xn—m + v Xn—l
fark denkleminin davranislarini incelemisler ve bazi 6zel durumlarin ¢ozumlerini elde
etmiglerdir. Son olarak da elde edilen teorik sonuglarin desteklenmesi igin sayisal

orneklere yer verilmistir [26].

Almatrafi ve ¢alisma arkadaslar1 (2018), “Qualitative behavior of two rational
difference equations” adl galismalarinda, a, S, yell” sabit ve x, i€{0,12,3},
baslangi¢ kosullarinin sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere
X X X X
:&, XM:&, ned,, (2.44)
ﬂxn—s — VX2 _ﬁxn—3 +7X

dordunct mertebeden rasyonel fark denklemlerinin denge noktasinin lokal ve global

n+1

kararliligi, ¢cozumlerin sinirliligi ve davranigini analiz etmislerdir [6].

Okumus ve Soykan (2018), “Dynamical behavior of a system of three-dimensional

nonlinear difference equations” adli ¢alismalarinda, Ae(O,oo) ve baglangi¢ kosullar

X, ¥,z €(0,00), i €{-10}, olmak iizere

Yoty A4 nen, (2.45)

Xn—l
X.y=A+—=,y , =A+
Zn Zn yn

n+1

fark denklem sisteminin pozitif ¢dzliimlerinin periyodikligini, sinirliligini, direncini ve

pozitif denge noktalarinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir [47].

Stevic (2018), “A four-dimensional solvable system of difference equations in the
complex domain” adli calismasinda, &,b,¢,d;, i€{L2,3,4}, x,,y,,2,u, kompleks
sayilar olmak {izere
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c d
& b 6 4
Xnynzn ynznun Znunxn uanyn

b, c d

— 2 2 2
Yo = + + + ,
X ynzn ynznun Znunxn unxnyn
= + b, N d,
Xnynzn ynznun Znunxn unxnyn
_ 8, + b, + C, + d,
Xnynzn ynznun Znuan uanyn

n+1

(2.46)

n+1

nel

n+1 0

dort-boyutlu fark denklem sistemini kapali formda ¢6zmiistiir [64].

Stevic ve ¢alisma arkadaslar1 (2018), “Product-type system of difference equations
with multiplicative coefficients solvable in closed form” adli ¢alismalarinda,
a,bc,del, a,fell |, z,,z,,w,,w, e[ {0} olmak lizere

d

b
Z,,=07 W, W, =pwWz ,, nel,, (2.47)

n"'n-1?

carpilabilir tipteki fark denklem sisteminin ¢6ziilebilirligini ¢alismislardir [63].

Tollu ve ¢calisma arkadaslar (2018), “On a solvable nonlinear difference equation of

higher order” adli calismalarinda, k ve | sabit dogal sayilar, «, £,7,0 parametreleri ve

x_,, 1=1Lk+I, baslangi¢c degerleri reel sayilar, dyle ki B*+y*=0 olmak (zere,
yuksek mertebeden lineer olmayan

5Xn—k Xn—(k+l)

X, =aX, , + , nell,, (2.48)
‘ ﬂxn,(kn) + X ’

fark denklemini g6z Oniinde bulundurmuslardir. (2.48) denklemi kapali formda
¢cozmiigler ve literatiirdeki bazi sonuglari 6nemli 6l¢giide genisletmislerdir. | =1 durumu
icin elde edilen formiilleri kullanarak, ¢6ziimlerin asimptotik davranisini ve baslangi¢

degerlerini iyi tanimli yapmayan noktalar kiimesini belirlemiglerdir [73].

AKkrour ve ¢alisma arkadaslari (2019), “On a system of difference equations of second

order solved in a closed from” adli caligmalarinda, x, y,ie{0,1}, baslangic

kosullar sifirdan farkli keyfi reel sabitler ve ¢ =0 olmak lzere a, b ve C parametreleri

reel sabitler olmak lizere
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_ay X, +bx,, +¢ _a Y, +by,, +C

n+1 ! n+l

yn Xn -1 Xn yn—l

fark denklem sistemini kapali formda ¢6zmislerdir. Bu denklem sisteminin 06zel

nel,, (2.49)

durumlarmin ¢6ziimlerini Tribonacci ve Padovan sayilari ile karakterize etmislerdir [1].

AKkrour ve calisma arkadaslar (2019), “On a system of difference equations of third
order solved in closed form” adli ¢alismalarinda, a, b, ¢ ve d (d ;tO) parametreleri
ve x, y,, ie{0,12}, baslangi¢ kosullar sifirdan farkli reel sabitler olmak tizere

ay. ,X +bx +cy, ,+d ax X, +by. X ,+cx ,+d
L= yn—Z n—1yn n—lyn—z yn—2 s Yo = n—zyn—l n yn—l n-2 n-2 . n el o (250)

yn—2 Xn—l yn Xn—2 yn—lxn

X

fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilirligini gostermislerdir. Burada
a=b=c=d =1 igin elde edilen ¢tzlimlerin Tetrenacci sayilari ile iliskilendirildigi
gorilmustiir [2].

El-Dessoky ve ¢alisma arkadaslar1 (2019), “Expressions of the solutions of some
systems of difference equations” adhi ¢aligmalarinda, z_,t, i<{0,1}, baslangic
kosullari sifirdan farkli reel sayilar olmak Gzere

t t
_ Zn n-1 t — nzn—l (251)

n+1

+t o+t +7 +7

Zn+l

ikinci mertebeden lineer olmayan fark denklem sistemlerinin periyodik karakterlerini ve
¢oziimlerinin formlarini elde etmislerdir [12].

Kara ve Yazhk (2019), “On the system of difference equations
— Xn—Zyn—3 y — yn72Xn—3 ED)
You (B +BX oY) " Xoa (@ + B Yn %o
icin, (an), (bn), (an), (ﬂn) dizileri ve x;, vy, je{1,2,3}, baslangi¢ degerleri

sifirdan farkli reel sayilar olmak {izere

. adli ¢alismalarinda, Vnell

— Xn—2 yn—3 y — yn—2 Xn—S
ynfl (an + bn anz yn73 ) " anl (an + ﬂn yn72 Xn73 )

fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilirligini gostermislerdir [28].

nel,, (2.52)

n

Kara ve Yazhk (2019), “Solvability of a system of nonlinear difference equations of
higher order” adli ¢alismalarinda, k,I el , (an)ne, , (bn)neF , (an)nsr . (B)) ve

nell 4

X, Y., 1 =Lk +I, baslangi¢ kosullar: reel sayilar olmak tizere
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— Xok Yn k-1 y = Yook Xk
yn—l (an + bnxn—k yn—k—l ) " Xn—l (an + ﬁn yn—k Xn—k—l )

lineer olmayan yiikksek mertebeden fark denklem sisteminin kapali formda
¢oziilebilirligini gostermislerdir. Ayrica elde edilen formiilleri kullanarak, verilen fark
denklem sisteminin k=2, |I=k durumunun iyi tanimli ¢oziimlerinin asimptotik
davraniglarini da incelemislerdir [29].

, nell,, (2.53)

n

Stevic ve Tollu (2019), “Solvability and semi-cycle analysis of a class of nonlinear
systems of difference equations” adli ¢alismalarinda, asagida verilen

— a+ pn—lqn—z — a+ I’n—lSn—Z

X v Ya
pn—l + qn—Z I’-n—l + Sn—z

n

, hell,, (2.54)

sekiz fark denklem sistemlerinin pozitif ¢éziimlerinin yar1-dongi analizini ¢alismislar
ve verilen sistemlerin kapali formda ¢oziilebilir olduklarin1 gostermislerdir. Burada

ae[0,), p,, q, 1, ve s, x,yada y,dizilerinden birisi ve x_;,y ;, je{1,2}, baslangig
kosullar1 pozitif reel sabitlerdir [66].

Stevic ve Tollu (2019), “Solvability of eight classes of nonlinear systems of difference
equations” adli calismalarinda, a€[0,%), p,,q,,r, Ve s,, X,ya da y,dizilerinden birisi

Ve X, Y, Je {0,1, 2}, baslangi¢ kosullari pozitif reel sabitler olmak iizere

— a+ pn—lqn—z y _ a-+t I’-n—lsn—2
! n+l

= . nell,, (2.55)
pn—l + qn—Z r-n—l + sn—2 ’

n+1

sekiz fark denklem sistemlerinin pozitif ¢dziimlerinin yari-dongii analizi ¢alisiimis ve

verilen sistemlerin kapali formda ¢6ziilebilir olduklar1 gostermislerdir [67].

Tollu ve Yalcinkaya (2019), “Global behavior of a three-dimensional system of

difference equations of order three” adli calismalarinda, u_, v, w, ie{O,l, 2},

baglangi¢ kosullar1 negatif olmayan reel sayilar, a_;, p. T je {1, 2,3} ve p,q,r

parametreleri pozitif reel sayilar olmak iizere

_ oy, _ GV _ Wy

= y - ’ n+l — r !
B+ 7V, B+ W,, Bs + ¥3Un

fark denklem sisteminin pozitif ¢c6zimlerinin global davranisini arastirmislardir [74].

ned,, (2.56)

n+1 n+1

Yazhik ve Kara (2019), “On a solvable system of difference equations of higher-order

with period two coefficients” adli ¢alismalarinda, (axn)na0 , (bn)neLO : (an)nejo, ()

nell o
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dizileri iki periyotlu ve X,,Y, ie{O,l,...,k}, baslangi¢ kosullar1 sifirdan farkli reel
say1 olmak lizere

b X
_ nyn—k+1 n—k +a

_ aan—k+lyn—k +
- n+1? yn+l - n+l?
Xn— ﬂn

Y, — &,

nel,, (2.57)

n+1

fark denklem sisteminin ¢oziilebilirligini gostermislerdir. Ayrica a, =b, ve a =bh,

oldugu zaman (2.57) sisteminin ¢oziimlerinin davranisini da incelemislerdir [80].

Yazhik ve Kara (2019), “Besinci mertebeden fark denklem sisteminin ¢oziilebilirligi

Uzerine” adli galismalarinda, (an)neJo’ (b)) s (“n)ne,o’ (ﬁn)n&O birer dizi ve

je {1, 2,3,4, 5} icin X_;, y_; baslangi¢ kosullari reel sayilar olmak tizere

X X
_ n-4Yn-s , Y, = Yo a%n s , hell 0 (258)
yn—l (an s bn Xn72 yn—3xn74 yn75 ) anl (an + ﬂn y”*ZX”’3 y”’4xn’5 )

fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilirligini gostermiglerdir. Ayrica

Xn

(a,) _ iy (b,) ¥ (an)neuo, (8,)..  dizilerinin sabit oldugu durumlarda bahsi gegen

sistemin ¢Ozimlerinin periyodikligi ve asimptotik davranigini da incelemislerdir [81].

Kara ve calisma arkadaslar1 (2020), “Global behavior of two-dimensional difference
equations system with two period coefficients” adli galismalarinda, (e,) . . (5,)._.
dizileri pozitif, reel ve iki periyotlu ve x, y, i<{0,1}, baslangic degerleri negatif

olmayan reel sayilar olmak tizere

L S S (2.59)
1+ynxn—1

Clexy,,

n+1

fark denklem sistemini arastirmiglardir. Ayrica her pozitif ¢ézliimiin simirlt oldugunu
gostermisler ve global davranigini da incelemislerdir [30].

Sanbo ve Elsayed (2019), “Analytical study of a system of difference equation” adli
caligmalarinda, avcl ortamini tagima kapasitesinin av sayistyla orantili oldugu yerde av-
avcl modelinin niteliksel davranisi tizerine ¢alismiglanidir. Burada x ., y ., ie {O,ZL 2},

baslangi¢ kosullar1 keyfi pozitif reel sayilar olmak tizere
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L /= MV (1.5 MNP Y (2.60)

yn—l + yn—2 iXn—l T Xn—2

fark denklem sistemleri géz Oniinde bulundurulmustur. Ayrica sistemin bazi &zel
durumlarinin 6zel ¢6ziim formlar1 verilmistir. Teorik sonuclarin dogrulanmasi i¢in bazi

n+1

sayisal ornekler verilmistir [50].

Kara ve Yazhk (2020), “On a solvable three-dimensional system of difference
equations” adli ¢alismalarinda, a, b, ¢, d, e, f parametreleri ve x_., y., z

K= {1, 2, 3} , reel sayilar olmak tizere

X, IS A SRS DS N . Z, = Inolns , nhell,, (2.61)
ax, ;+by, cy, ,+dz, ez, ,+ x4

Ucg-boyutlu fark denklem sisteminin literatiirdeki bazi sonuglari daha da genisleterek

cozilebilirligini gostermislerdir. Ayrica elde edilen formiilleri kullanarak baslangic

degerlerinin  yasakli kiimesini ve ¢Oziimlerin asimptotik davramiglarii  da

incelemislerdir [31].

Kara ve ¢alisma arkadaslar1 (2020), “Well-defined solutions of a three-dimensional
system of difference equations” adli ¢alismalarinda, a, b, C, a, £, y parametreleri ve

X, Y, 2,,1€ {0,1}, baslangi¢ kosullari sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere,

aXn Zn,l byn Xn—l CZn ynfl
Sty Ko, Y g e 2.62
Z, _ﬂ ! ' Xo —Y ' Yo — ﬂ " ( )

Uc-boyutlu fark denklem sisteminin ¢ozulebilir oldugunu gostermislerdir. Elde edilen

n+1

formdalleri kullanilarak ¢oziimlerin asimptotik davranisi belirlenmis ve periyodik
¢ozlimlerin varligi i¢in sartlar verilmistir. Teorik sonuglarin desteklenmesi igin bazi

say1sal ornekler verilmistir [43].

Halim ve c¢alisma arkadaslari (2020), “Representation of solutions of a two-
dimensional system of difference equations” adli caligmalarinda, a, b parametreleri ve
X Vi ie{O,l, 2}, baslangi¢ kosullari reel sayilar olmak {izere

_ YoaXoo Y .= 1Yo
Y, (a + byn_an_z ) e X, (a + bXn—lyn—Z )

iki-boyutlu fark denklem sisteminin genel ¢6zumu igin formullerinin temsilini
vermiglerdir. Ayrica bu temsille iligkili olarak baz1 teorik agiklamalar verilmistir [20].

nell,, (2.63)

n+1
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Halim ve ¢alisma arkadaslar1 (2020), “On a three-dimensional solvable system of
difference  equations” adli  calismalarinda, a, b parametreleri  ve

X Y, 25, 1€ {0,1}, baslangi¢ kosullari sifirdan farkli reel sayilar olmak tizere

z Xn 1 _ yn -1

a+bzx ' "™ a+bxy ,’

_ n-1

= nell,, 2.64
a+by,z,, = (264

Xn+l n+l

fark denklem sisteminin ¢ozumlerini formilize etmislerdir [21].
Khelifa ve ¢alisma arkadaslari (2020), “On a system of three difference equations of

higher order solved in terms of lucas and fibonacci numbers” adli ¢aligmalarinda,
X, Y, 2, 1€{0,1,...,k}, baslangi¢ kosullari —3 ’ten farkli reel sayilar olmak iizere

_1+2yn7k _1+22mk _1+2xn7k

\ . 2= kel 2.65
3+, ., Y34z, 34X, =0 (269

n+1 n+l

yuksek mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin genel ¢czimunun elde edilmesiyle
ilgili teorik agiklamalar vermislerdir. Ayrica bu sistem kapali formda ¢oziilmiis olup

cozumleri Fibonacci ve Lucas sayilar ile iligkilendirilmistir [27].

Sahinkaya ve ¢alisma arkadaslar1 (2020), “A solvable system of nonlinear difference
equations” adli ¢alismalarinda, ae[O, oo) Ve X,,Y,,Z, baslangic degerleri reel sayilar

olmak uzere
Xy +a Z +a ZX +a

n+1:L’ yn+1:ynn—’ Z,y=———— nely, (2.66)
X, + Y, Y, +2, Z, +X,

lineer olmayan fark denklem sisteminin agik formda ¢oziilebilirligini gostermislerdir.
Ayrica bu formiiller kullanilarak ¢6ziimlerin asimptotik davraniglarini aragtirmiglar ve

bazi sayisal 6rnekler verilerek teorik sonuglart dogrulatmiglardir [69].

Tollu (2020), “Periodic solutions of a system of nonlinear difference equations with

periodic coefficients” adli calismasinda, x,,y,baslangi¢ degerleri reel sayilar ve

(a,),.y (b)) g+ (Cn)..o (dy).., katsayilari pozitif terimli iki periyotlu diziler olmak

Uzere

o (2.67)
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fark denklem sistemini g6z oniine almistir. Bu sistem, butun ¢ozimleri iki periyotlu
olan ya da iki periyotlu ¢6ziimlere yakinsayan bir sistemin genisletilmis halidir. Sistemi
cozmek icin yeni bir metod kullanarak sistemin pozitif ¢oziimlerinin davranisi

incelemistir [75].

AKkrour ve cahsma arkadaslari (2021), “Solutions formulas for some general systems
of difference equations” adli ¢alismalarinda, ne ,, f,g:D —0 DcU igin bire-bir

ve stirekli fonksiyonlar, x,, y,, i€{0,1,2,3}, D kiimesinde reel sayilar ve a, b, C

ve d keyfi reel sabitler olmak tzere

X = T (ag (Y, ) +bf (X,1)+ca (V) +df (X)),

2.68
o= 0 (x)+b3 (Y1) 01 (5 2)+03 (¥, ) (29
ve
f[ <b ) o >Cf<x ) o >f<xd> < )]'
g yn g yn n-1 g yn n-1 g yn—Z (269)

Yo, = gl[a+ b + C + d ]

" F(x) F)a(¥a) F(x)a(Vaa) F (%))
iki genel fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerini elde etmislerdir [3].
AKrour ve ¢alisma arkadaslar (2021), “On the solutions of a system of max-type
difference equations” adli ¢aliymalarinda, x_, y,, i€ {O,l, 2}, baslangic kosullari
pozitif reel sabitler olmak tzere

Xn+1 = maX{Xn_l,M}, yn+1 = max{yn—li%}) ne D 0 (270)

n-2 n—2
max-type fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin agik formiillerini vermislerdir [4].

Kara ve Yazhk (2021), “On a solvable system of non-linear difference equations with
variable coefficients” adli gahsmalarinda, (a,) . , (b,)_ . (@), . (5,)

1
nell 4

(A1)neL0, (Bn)neLO dizileri ve x_;, y_;, 7, je{l,2,3}, baslangi¢ degerleri sifirdan

farkli reel sayilar olmak tizere
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Xn ZZn 3

Xn:z L(a,+b X, ,2,5)
Yn2Xn3
Yo = . nel,, (2.71)
Xna (an + 5, yn,zxn,g) ’
7 Zn—Zyn—S

" yn—l(A1 + ann—zyn—S) ,

fark denklem sisteminin kapali formda ¢6ziilebilirligini goéstermislerdir. Ayrica elde
edilen formiilleri kullanarak baslangi¢ degerlerinin yasakli kiimesini belirlemislerdir.
Son olarak da bahsi gecgen sistemin periyodik ¢oziimlerini elde etmislerdir [32].

Kara ve ¢alisma arkadaslari (2021), “On a three-dimensional system of difference
equations with variable coefficients” adli galismalarinda, k €0, (a,),_ . (b)), _ .

(C)oer, v (du)per v (&), v (), dizileri ve x;,y;, z, ie{01...,3k},

baslangi¢ degerleri reel sayilar olmak iizere

X = ’
k

n+1 K
| |xn (31 [an+bn| |zn_3j}
j=0

j=1

yn+1 = = ’ ne D 0! (272)

k
Hyn 3]1 C +d Hxn 3]}

j=1

/ﬁ\

::]x

yn -3j

o

z C

n+ k
Hzn (3j-1 (e +nyn SJJ

j=1
Uc-boyutlu fark denklem sistemini g6z oniine almislardir. Yukaridaki sistemin iyi
tanimli ¢ézlimleri i¢in agik formiiller vermislerdir. Ayrica sistemin ¢oziimlerinin yasakl
kiimesini bulmuslardir. Sabit durum i¢in periyodik ¢6ziimlerin varligr gosterilmis ve

¢ozlimlerin asimptotik davranisi da arastirilmistir [33].

Kara ve Yazhk (2021), “Solvability of a nonlinear three-dimensional system of

difference equations with constant coefficients” adli ¢alismalarinda, @, b, ¢, d, €, f
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parametreleri ve x_, y., z,, 1€ {0,1, 2}, baslangi¢ degerleri kompleks sayilar olmak

Uzere

yn Xn—2 Zn yn—2 _ ann—2

Nl = ’ yn+1 = ’ n+l — '
Cyn—z + dxn—l ezn—z + fyn—l

nell,, 2.73
ax,_,+bz_, ° 2.73)

uc-boyutlu fark denklem sisteminin ¢ozulebilirligini gostermislerdir. Ayrica elde edilen
formiillerle baslangic degerlerinin yasakli kiimesini belirlemislerdir. Son olarak {i¢

boyutlu fark denklem sistemi ile ilgili baz1 uygulamalar verilmistir [34].

Khelifa ve Halim (2021), “General solutions to systems of difference equations and

some of their representations” adli ¢alismalarinda, {Fn}:fo Fibonacci dizisi olmak Uizere

) F + F X((j+l)m0d( p)) ) I
(J) _ "m+2 m+1"n—k i
Xoiy = ———, n,m,pkel, j=1p, (2.74)
I:m-¢—3 + I:m-¢—2xr(1(—1k ) (p))

fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini Fibonacci sayilar ile karakterize etmislerdir [42].

AKkrour ve calisma arkadaslari (2022), “On a three dimensional higher order system

of difference equations” adli ¢alismalarinda, &, £, a, b, A, B parametreleri ve
ie{O,l,...,k} icin x_,, y,, z, baslangi¢c kosullar sifirdan farkli reel sayilar olmak

Uzere

p p p
— Xn—k+1yn , y — yn—k+1zn , 7 — Zn—k+1Xn , n ED ’ p’ k c D , (275)
p n+1 p b n+1 A p B 0
ayn—k +ﬂyn azn—k + Zn Xn—k + Xn

Uc boyutlu lineer olmayan ylksek mertebeden fark denklem sisteminin ¢dzim

n+1

formlarini tiiretmislerdir [5].

Halim ve calisma arkadaslari (2022), “On a solvable system of p difference equations

of higher order “ adli ¢calismalarinda, a, b parametreleri sifirdan farkli reel sayilar ve

j=1p icin X(_f() X(_f()+1,..., X(()j) baslangi¢ kosullar —% den farkli olmak tizere

xU) = Tk np.kel, j=1p, (2.76)

yiiksek mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin iyi tanimli ¢6ziimlerini elde

etmiglerdir. Ayrica verilen genel ¢6ziim igin bazi teorik agiklamalar yapilmistir [22].
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Hamioud ve calisma arkadaslar1 (2022), “On a three dimensional nonautonomous

system of difference equations” adli ¢alismalarinda, {pn}, {qn}, {I‘n} pozitif sayilarin
3-periyotlu dizileri ve i e {—3,—2,—1, 0} icin X,V.,,Z € [0, oo) baslangi¢ kosullar1 olmak

uzere

+ +1 r+X
Xoi1 = P * Yy v Yo = T * 5y Ly =————, Nelly, (2.77)
pn + yn—3 qn + Zn—3 IFn + Xn—3

seklinde tanimlanan dordunci mertebeden rasyonel otonom olmayan (¢ boyutlu fark

denklem sisteminin pozitif ¢coziimlerinin global davranisini arastirmiglardir [23].

Kara ve Yazlik (2022), “On a solvable system of difference equations via some number
sequences “ adli galigmalarinda, a, b, C, d, e, f parametreleri ve ie{l, 2,3} icin x_,
, Y., z_; baslangi¢ degerleri reel say1 olmak iizere

Zn—lZn—3 — Xn—lxn—3

7 = yn—lyn—3
! n
bx, ,+az, ,

X, = = . Z,
dyn—2 + CXn—3 fzn—Z + eyn—3

n

, nel,, (2.78)

lic boyutlu rasyonel fark denkleminin agik formda c¢oziilebilirligini gostermislerdir.
Sonrasinda bahsi gegen sistemin baslangi¢ kosullarinin yasakli kiimesini elde
etmislerdir. Son olarak elde edilen sonuglari desteklemesi igin sayisal Ornekler ve

uygulamalar verilmistir [35].

Kara ve Yazhk (2022), “On a solvable system of rational difference equations of

higher order adli ¢aliymalarinda, ne(] ,, K,l €l oldugunda, i€l k+1 icin x, y_,
z_, baglangig degerleri reel sayilar ve Vnell, igin (an)ne, , (bn)nd0 , (Cn)neF ¥
(d,)._ .(e)._ ve(f,) _ dizilerisifirdan farkli reel sayilar olmak iizere

Xn—k Zn—l yn _ yn—k Xn—l 7 = Zn—k yn—l

n = f = y n =
bn Xn—k + an Zn—k—l dn yn—k +C,X fn Zn—k + en yn—k—l

nn—k-I

X , nell,, (2.79)

fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilirligini gostermislerdir. Elde edilen
formiilleri kullanarak baslangi¢ kosullarinin yasakli kiimesini elde etmislerdir. Ayrica

k =3, I =1 durumu icin ¢dzlmlerin asimptotik davraniglarini belirlemislerdir [36].
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Kara ve Yazhk (2022), “On the solutions of three-dimensional system of difference

equations via recursive relations of order two and applications ““ adli ¢alismalarinda,
a,b,c d,e f parametreleri ve ie{0,1, 2} icin x ;, y,, z, baslangic degerleri reel

say1 olmak lzere

7.7 X X
= M, yn+l — n=n-2 ’ Zn+l — n‘*n-2 ' ne D o (280)
bx, , +ay, , dy,,+cz,, fz, ,+ex,,

n+1
Uc-boyutlu fark denklem sisteminin kapali formda c¢oziilebilirligini gostermislerdir.
Ayrica elde edilen ¢oziimleri kullanarak baslangi¢ kosullarinin iyi tanimli olmayan
noktalarin kiimesini de elde etmislerdir. Son olarak da bahsi gecen fark denklem sistemi
ile ilgili uygulamalar verilmistir [37].
Kara (2022), “Solvability of a three-dimensional system of nonlinear difference

equations “ adli calismasinda, (an)nejo, (bn)neLo, (Oln)ndo’ (ﬁn)ne,o’ (A1)neu0’

(Bn)neLO dizileri ve x ;, Y, je{l,Z,...,5}, baslangi¢ kosullar1 reel sayilar olmak

Uzere
X = yn—4zn—5
n 1
yn—l (an + bnzn—ZXn—3 yn—AZn—S)
Z X
y = n-d n-s , nell,, (2.81)
n 0
Z,4 (an + B X 2Yn 320 aXn s )
7 = Xn—4 yn—5

n

Xt (A FBLYooZo X uVas)

uc-boyutlu degisken katsayili fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziimlerini elde
etmistir. Daha sonra katsayilar1 sabit alarak indirgenen fark denklem sisteminin kapal
formda ¢oziimlerini de formiiliize etmistir. Son olarak elde edilen ¢6ziimleri kullanarak

baglangi¢ kosullarinin iyi tanimli olmayan noktalarin kiimesini de elde etmistir [44].

Kara ve Yazhk (2022), “Solutions formulas for three-dimensional difference equations

system with constant coefficients” adli calismalarinda, a,b,c parametreleri ve x_;, y ;,
Z, je {l, 2,3}, baslangi¢ degerleri reel say1 olmak tizere

aXn—3Zn—2 + b X = a‘yn—3Xn—2 + b X = azn—syn—z + b

n ! n — ne D
CZn—an—Z yn—3 an—lyn—ZZn—3

X_

= , , 2.82
" Cyn—lzn—ZXn—S ’ ( )
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Uc¢ boyutlu fark denklem sisteminin agik formda ¢oéziimlerini elde etmislerdir. Dahasi

a,b,c parametrelerinin sifir olup olmamasina bagl olarak 3 farkli durumda denklem

sisteminin ¢o6zumlerini de incelemislerdir. Son olarak a=b=c=1 durumu igin

denklem sisteminin ¢ézimlerini Fibonacci sayilari ile iliskilendirmislerdir [45].

Kara ve Aktas (2022), “On solutions of three-dimensional system of difference
equations with constant coefficients” adli ¢alismalarinda, x_., y., z_., ie{1,2,3},
baslangi¢c degerleri ve @, b, C, d, € ve f parametreleri sifirdan farkli reel sayilar

olmak Uizere

Xn—2 yn—3 yn—Z Zn—3 Zn—2 Xn—3
= y y = y = y n S D y (2.83)
yn—l (a + banz yn73) " Zn—l (C + dyn—ZZn—3) Xn—l (e 3 on—ZXn—3 ) ’

n n—

fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilirligini gostermisleridir. Dahas1 a, C
ve € parametrelerinin 1 ‘e esit olup olmamalarina gore agik formdaki ¢oziimlerini elde
etmislerdir. Ek olarak bahsi gecen sistemin periyodik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Son
olarak elde edilen ¢ozimleri kullanarak baslangi¢c kosullarini iyi tanimli yapmayan

noktalarin kiimesini de elde etmislerdir [46].

Taskara ve Biiyiik (2022), “On the solutions of three-dimensional difference equation
systems via Pell numbers” adli caliymalarinda, X, Y,, Z,,1 e{l, 2,3}, baslangig

degerleri sifirdan farkl reel say1 olmak iizere,

Z .Z X X
Xn — n-1-n-3 yn _ n-1"n-3 7 = yn—lyn—3 n ED

Y= 1z, , . (2.84)
Xn_p T 22n—3 Yoot 6Xn—3 Z, ., +14yn—3

rasyonel fark denklem sisteminin ¢ozlimlerini literatiirde iyi bilinen Pell sayilar ile

karakterize etmislerdir [70].

2.2. Tanim ve Teoremler

Bu alt boliimdeki tiim tanim ve teoremler [82], [83] ve [84] numarali kaynaklardan
alinmastir.

Tamm 2.2.1. k:[] —[] tanimli bir fonksiyon olsun. E 6teleme (kaydirma) operatorii

Ek(n)=k(n+1) (2.85)

bi¢iminde tanimlanuir.
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Tammm 2.2.2. k:[] —[] taniml bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon ig¢in A ileri fark

operatorl veya k ’nin birinci mertebeden farki

Ak(n)=k(n+1)—k(n) (2.86)
bi¢iminde tanimlanir.

Tamm 2.2.3. n>n, i¢in AG(n)=g(n) olsun. O zaman n > n, icin
A7g(n)=G(n)+c (2.87)
bi¢iminde tanimlanan A™ operatoriine, ters fark operatérii denir. G(n) fonksiyonuna

da g(n) nin ters farki denir. Burada C keyfi sabittir.

Teorem 2.2.1. g(n), n>n, i¢in tammli bir fonksiyon ise o halde

A‘lg(n):c+§g(j), (2.88)

j=ng

dir. Burada C keyfi sabittir.

Tanm 2.24. nell, bagimsiz degisken ve k:[J —[] tanimli bir fonksiyon olmak
uzere

G(n,k(n),k(n+1),....k(n+t))=0 (2.89)
ifadesine fark denklemi denir. Bu tez boyunca k(n) yerine k, sembolii kullanilmustir.

Tanmm 2.2.5. Bir fark denkleminde bagimli degiskenin en biiyiik indisi ile en kiigiik

indisinin farkina o fark denklmeinin mertebesi ya da basamagi denir.

Tanmm 2.2.6. ﬂl(n),ﬂz(n),...,ﬁt(n) katsayilar1 ile h(n), n>n, i¢in tammh reel
degerli fonksiyon ve [J , kimesinde £ (n) =0 olmak Uzere
yn+t+ﬁ1(n)yn+t—1+"‘+ﬂ[(n)yn :h(n) (2.90)
seklindeki fark denklemine lineer fark denklemi denir. Bu sekilde olmayan fark
denklemlerine ise lineer olmayan fark denklemi denir. Lineer fark denklemleri; lineer

homojen fark denklemi, lineer homojen olmayan fark denklemi, sabit katsayili lineer

fark denklemi ve degisken katsayili lineer fark denklemi seklinde siniflandirilir.
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Tanmm 2.2.7. Reel sayilarin herhangi bir alt araligt W olsun. g:W"* —»Ww surekli
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise v vy_, Y ) s Yo eW baslangi¢ kosullar
icin

Yor = 9 (Y Yogreons Yo )» M€, (2.91)

fark denklemi bir tek {y,}”  ¢6ziimiine sahiptir.

Tanm 2.2.8. Y., = 9( Yy Yossen Yoy ) NED ,, fark denkleminin bir ¢ozami {y,}"

olsun. Eger bu ¢dziim n>-t igin y =y esitligini sagliyorsa bu ¢oziime t—

periyotludur denir. Bu sart1 saglayan sifirdan biiyiik en kii¢iik t sayisina da asal periyot

denir.
Tanim 2.2.9. {yn} dizisinden belli sayida terim ¢ikartildiginda, kalan sonsuz sayidaki
terim igin y =y esitligi saglantyorsa bu diziye er ge¢ k—periyotludur denir. Bu

sart1 saglayan sifirdan biiyiik en kii¢lik tam say1 k ’dir.
Tamim 2.2.10. (2.91) denkleminde

y=9(7.Y.7) (2.92)
kosulunu saglayan Yy noktasima (2.91) denkleminin denge noktasi denir. vnell, i¢in
y, =y esitligi saglaniyorsa, Y ’ye @ ’nin sabit noktas1 denir.

Tamm 2.2.11. r,lel, j=1r+| icin y_; baglangig kosullar1 reel sayilar, W reel
sayilarin herhangi bir alt arah@ ve g:W"™ —W sirekli diferansiyellenebilen bir
fonksiyon

Yo =9V Yazreeos Yara )s NED G, (2.93)

fark denklemini

F ={(y_r_|,...,y_1)eD " j=0,n-liginy, eW,y, eW}

Iyl taniml1 yapmayan noktalar kiimesine yasakli kiime (forbidden set) denir.

Teorem 2.2.3. (c,) ve (d,) birer dizi olsun. je{0,1...,n—1} igin
=CoZy(nayr +d,, nell,, (2.94)

Zrn+j

lineer fark denkleminin ¢6zumu

Zinsi :[f[cjjzj_r+zn:(ﬁcjjdk (2.95)

28



bi¢imindedir. Eger ¢, ve d, katsayilarn ce[J\{0} ve del] igin ¢,=c ve d, =d

| |
bi¢iminde sabit alinirsa ve VI < j icgin H7i =1 ve Zni =0 esitlikleri de gdz Oniinde
iz in]

bulundurulursa

Zinij =CZygy,; +d, NEly, (2.96)
lineer fark denkleminin ¢6ziimi
n+l
"y, + ¢ 1b, c#1,
Zoii = c-1 nell,, (2.97)

i +(n+1)b,  c=1,

biciminde elde edilir.
Tanmm 2.2.12.

I
=
—
>
~—

Gy (Yot Yoy Vo)
g, (yn+l ; yn+(|—1) reeer Y )

Il
=x
N
—
5
N

(2.98)

gl (yn+l ’ yn+(|—l)""’ yn) = h| (n)’
sistemine | boyutlu ve I. mertebeden fark denklem sistemi denir.

Tamm 2.2.13. B(n) singller olmayan x| tipinde bir matris fonksiyonu olmak tizere
Y (n+1)=B(n)Y(n), (2.99)
sistemine homojen lineer fark denklem sistemi denir. Benzer bicimde h(n) el]' olmak
uzere

Y (n+1)=B(n)Y (n)+h(n), (2.100)
sistemine homojen olmayan lineer fark denklem sistemi denir.

Teorem 2.24. J,J3,J;, reel sayllarin herhangi (¢ alt aralifn ve
0, XIS IS 50, 9, 3T xS 5 T, ve gy T ST X KT 5
surekli diferansiyellenebilen Gg¢ fonksiyon olsun. je{O,l,...,k} olmak Uzere

V(X_,-, Y Z ) e J, xJ, xJ, baslangi¢ kosullari igin
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Xn+1 = gl(xn’xn—l""’xn—k’ yn’ yn—l"“’ yn—k’zn’zn—l""’zn—k)’
yn+1:gz(xnyxn,lnnyxn,k,yn,yn,l,...,ynfk,Zn,anl,...,ank), I']ED 0! (2101)

Zn+l = g3(xn’xn—l7""xn—k’ yn’ yn—l""’ yn—k’zmzn—l""’zn—k)'
sistemi tek bir {(x,,y,,z,)}_ coziimtne sahiptir.

Tamm 2.2.14 Sistem (2.101)" in iyi tanimli bir ¢ozimi {(x,.y,.z,)} , Olsun. Eger

Xy, z ) ozimi, n>-k icinx_ . =X,y =Y.,z =2 kosulunu sagliyorsa
(%0 Yorz0)} . € GinX,., b b gy
{(%,¥nn2,)}_, 66zUmi p-periyotludur denir. Bu sarti saglayan en kiigiik pozitif p

sayisina da asal periyot denir.

Teorem 2.25. J,,J,, J,,J, reel sayillarin herhangi dort alt aralifn ve
0,0 xSt x I x I T, 0, ) x It x I It 5 ],
0,3 XTI I 5T, ve g, xS ) IS >3, strekli
diferansiyellenebilen  doért  fonksiyon  olsun. je{O,l,...,k} olmak (zere

V(X_,-, Y2t ) € J, xJ,xJ,xJ, baslangi¢ kosullari i¢in

Xoor = 01 (X oo Xois Yoreoor Yoir Zove oo Zogo B e n bt )
Your = G5 (Xovee s Xt Yoneeos Yoo Znse oo Zoso pne e n B ).
Zo1 = U3 (Xyuee s Xomies Yoo ees Yoks Znoeeos Zngo B s By )

tn+l:gA(Xn""’Xn—k’ynl""yn—k’zn""1zn—k1tn""’

nell,, (2.102)

sistemi tek bir {(x,, Y, Z,.t,)}"_ coziimine sahiptir.

Tamm 2.2.15. m,ke0 ve X" e, j=Lk, i=1m olmak iizere ne(l , icin

W _ f (x® M (@ @) (m) (m)
X = F (X Xk X X Xa g seees Xk )

e X ks Xy eees Xy treees X g o
@ _ M M (@ © (m) (m)
Xo = (X ey Xo s X ooy X ks eees X g v eees X )y

(2.103)

(m) _ @) OREE)) () (m) (m)
X =f (X XX o X Ty e Xo gy X )

n=17+*1 M-k Nn-11*
fark denklem sistemi verilsin. n,>-1 iken —k < j<n, icin (x,x?,..,x{™) vektor
dizisi; 0< j<n,+1 i¢in (2.103) sisteminin bir tanimsiz ¢dziimii olarak adlandirilir.

Dahasi Xr(1;0+)l’ i, e{L,...,m} tanimsiz olup bu da

30



f. (X,%),...,Xr(;)_kﬂ,Xrgf)...,xlg:im,...,Xlg;“),...,xr(];“_)kﬂ ifadesinin tanimsiz oldugunu gosterir.
(2.103) fark denklem sisteminin tanimsiz ¢dziimlerini meydana getiren, j =Lk, i=1m

olmak (zere Xfij? baslangi¢c kosullarinin kiimesine fark denklem sisteminin tanimsiz

¢cozlmlerinin kiimesi ya da yasakli kiime denir.

Teorem 2.2.6 O Landau sembolii olmak tizere x — 0 icin

X2 3
In(l+x)=x—?+O(X ) (2.104)
(1+ x)_1 =1—x+O(x2)

dir.
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BOLUM 3

Bu boliimde a,b,c,d,e, f parametreleri ve ie{l,2,....k+I} icin x,,y,z,, baslangig
kosullar1 reel sayilar olmak tizere ve EBOB(k,I) =1 icin

Xok Yni _M 7 :& nell 0 (3.1)

X, = 1 n ' n ’
bxn—k + a'ynfk—l dyn—k + CZn—k—l on—k + eXn—k—l

n

tg-boyutlu (k+1). mertebeden fark denklem sistemi tanimlanarak kapali formda

¢Ozulmiistiir. Ayrica elde edilen ¢oziimler kullanilarak (3.1) sisteminin iyi tanimli
olmadig1 noktalarin kiimesi elde edilmistir. Daha sonra (3.1) sisteminin iyi tanimli

cozlmlerinin k=2, I=1 durumunda asimptotik davranislar1 da incelenmistir.

Bu boélum boyunca EBOB(k,l) =1 alinacaktir. Gergekten, EBOB(k,1)=q, qell ,, (

tamsayist varsa, k=qgk, ve |=ql, olacak sekilde k|, €ll vardir Oyle Ki

EBOB (kv |1) =1 “dir. Literatiirde iyi bilinen kalanli b6lme teoreminden, sistem (3.1)

Xogr = Xam-kyer T Yamor)er ’
DXt )er @Y gt )er
Yo = dyyq<m—k1)+r+’;§q<m—h)+r mell,, (3.2)
g(m-k)er T CLgmok -t )er
b = Zymk)er T Xg(mot)ar |
Zo(metq)er T X g(mokt)or

seklinde yazilabilir. Burada I € {0,1,..., q —1} ve kI, el] “dir. Simdi

X =X ers YO = Yogers 20 =2y Melly, (3.3)

m m = “mg+r?

ve re{0,1...,q-1} olsun. O halde sistem (3.2) ‘den

(r) (1) (r) 5(r) (r) (1)
X(r) _ Xm—k1 Ym—l1 () _ ym—klzm—ll Z(r) — Zm‘kl Xm—|1 m el (3 4)
" T a0 TR0 a® T TR e o
Xm_k1 + aym—k1—|1 ym_kl + CZm—kl—l1 Zm—k1 +exm—k1—|1
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() (1)

m " m

sisteminin r bagimsiz ¢dziimlerinin (Xgnr),y oldugu goriiliir. Bu da

)mz—(k1+ll)

demektir ki k;, I, yerine sirasiyla k, | alinir ve X, :Xg),f/m =y" 2 =71 degisken

m ' m m

degistirmesi yapilirsa, sistem (3.4), sistem (3.1) ‘e doniismiis olur.

3.1 x, = nkind ki, _'nk'n-l Fark Denklem Sisteminin

T I L VA S I Bl NIET S
Kapah Formda Coziimleri
Varsayalim ki k<l olsun. Eger bazi n,>—k i¢in x, =0 ve —k<n<n,-1 igin
x, #0,y,#0, z, =0 ise 0 zaman sistem (3.1)" in UgUncU denkleminden z, ., =0 olup

bu da z " nin tanimsiz oldugunu gésterir. Eger bazi —k >n, > -1 igin x, =0 ve

no+k+1
—I<n<n-1ligin x, #0, y, #0, z, #0 ise 0 zaman, bu sayilar tanimli oldugu siirece,
sistem (3.1) in Uglincti denkleminden mell igin z,., =0 ve sistem (3.1)’ in birinci
denklemden de me(l, i¢in X, =0 elde edilir. Boylece z,.,,, tanimsiz ya da
k+l+n >0 icin z,,,, =0 olur. Eger k+I+n >0 icin z ,,=0 ise, 0 zaman
Zyi1en, tammsizdir,

Eger bazi n,>—k icin y, =0 ve —k<n<n,-1 i¢cin x =0, y, =0, z, =0 ise, 0

zaman sistem (3.1)” in birinci denkleminden x, ., =0 olup bu da X ' nin tanimsiz

Ny +k+1
oldugunu gosterir. Eger bazi —I >n, >—k i¢in y, =0 ve —I<n<n,-1 i¢in x, =0,
y, =0, z, =0 ise, 0 zaman bu sayilar tanimh oldugu siirece, sistem (3.1)’ in birinci

denkleminden mell igin X =0 ve sistem (3.1)’ in ikinci denklemden de mell

ml+ng
icin .., =0 elde edilir. Boylece X, .., tanimsiz ya da k+I+n,>0 i¢in X, .., =0
olur. Eger k+1+n,>0 icin X, .., =0 ise, 0 zaman X,,,,,, tanimsizdir.

Eger bazi n,>—k i¢in z, =0 ve —k<n<n,—-1 i¢in x #0, y,#0, z,#0 ise 0
zaman sistem (3.1)’ in ikinci denklemden y, ,, =0 olup bu da Y, ., " nin tammsiz
oldugunu gdsterir. Eger bazi —k >n; >—I i¢in z, =0 ve —l<n<n,—1 igin x =0,
y. #0, z,#0 ise, o zaman bu sayilar tanimli oldugu siirece, sistem (3.1)” in ikinci

denklemden mel icin y,,, =0 ve ve sistem (3.1)’ in Uglncl denkleminden de
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mell, i¢in z,,.. =0 elde edilir. Boylece Y, ,,, tammsiz ya da k+l+n, >0 icin
Yo kst =0 olur. Eger k+1+n,>0 icin y, ., =0 ise, 0 zaman Y,,,,,, tanimsizdur.

| <k durumu da benzer sekilde elde edilir.

Simdi varsayalim ki baz1 X, €[l igin X, =0, —k-I<i<n;-1i¢in x,y,,z tanimh
Ve X, , (X)ns_ iy dizisinin sifira esit olan en kiigiik elemani olsun. O zaman sistem
(3.1)’ in birinci denkleminden x, , =0 veya y, , =0 olur. Eger —k <n; —k <-1 veya
—I<n,—1<-1ise, o zaman p=max{k,l} olmak lzere bir j, e{L,2,..., p} vardir Oyle
ki x; =0 veya y; =0 dir. Eger n,>p ise, 0o zaman sistem (3.1) ’deki
denklemlerden x, , =0 wveyay, ,, =0 wveya z , =0 -elde edilir. Eger
—-p<n,—2k<-1 veya —p<n,—k-1<-1 veya —p<n,-2I<-1 ise, 0 zaman
p =max{k,I} olmak lizere bir j e{1,2,..., p} vardir éyle ki x ; =0 veyay ; =0 veya
z ; =0' dir. Bu sekilde devam edilirse, p=max{k,|} olmak iizere baz1 j, e{1,2,..., p}
vardir 8yle ki X ; =0, y; =0 veya z ; =0 bulunur. Boylece, sistem (3.1)’ in iyi
tanmlt bir (X, Y, Z,)ps_ .y OlMak tizere n>—(k+1)icin X Y,z, #0 olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul 1€ {1, 2,....k +|} icin XY,z #0 olmasidir.

Boylece sistem (3.1)’ in iyi tanimhi ¢6ziimlerini elde etmek igin gerekli ve yeterli

kosullar dikkate alindiginda, sistem (3.1)” in birinci denklemi — , ikinci denklemi

yn—l

T : 1 . .
—, Uglincu denklemi de — ile garpilirsa, sistem (3.1)

n-l n-|

Xn — Xn—k yn — yn—k Zn — Zn—k nell (3 5)
You DXtV Zoyo dy+Cz o X fz o+ex .
sistemine doniisiir ve carpmaya gore tersi alinirsa

Yoo _ @ni 'y Lo _ CZn i +d, Xoa - Ko | f, nell,, (3.6)

Xn Xn—k yn yn—k Zn Zn—k
elde edilir. Daha sonra

z X
u, = Yoot v, =" w =L n>-k, (3.7)
Xn yn Zn

olacak sekilde degisken degisimi yapilirsa, sistem (3.5) asagidaki sisteme
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u,=au, ,+b, v,=cv, ,+d, w,=ew, ,+f, nel, (3.8)

indirgenir. Ote yandan j €{0,1,....k =1} olmak tizere m>—1 i¢in

() —

um T uI<m+j '
(D —

Vo' = Vi, s (3.9)
(1) —

Wm T ka+j '

olsun. Buradan (3.8)" deki denklemler j{0,1,....k—1} icin
ud =au +b, v =cv +d, w =ew? +f, mel,, (3.10)
Seklinde yazilabilir. Buradan su sonu¢ elde edilir ki; je{01... k-1 icin

WP VP W), dizileri, je{0,1..k-T icin G, V., ve W_ baslangg

m

kosullariyla birlikte

~ ~

4,=ad, ,+b, vV, =cv ,+d, W, =ew ,+f, mel,, (3.11)

birinci  mertebeden  lineer fark denklemlerinin  k-bagimsiz  ¢6ziimleridir.

Vj e{0,1,...,k -1} sabitleri icin (3.11) denklemlerinin ¢6ziimleri m>—1 igin

b+a™(d_,(1-a)—b)
Uy, = 1-a | (3.12)
G, +b(m+1), a=1
d+c™(V,(1-c)—d)
0, = 1-c el (3.13)
V,+d(m+1), c=1
f+e™(W,(1—e)— f)
W, = 1-e el (3.14)
W, + f(m+1), e=1

elde edilir. (3.9) ve (3.12)-(3.14) ¢o6zimlerinden, m> -1 icin,

b+a™(u_,,(1-a)-h) Al

Umsj = l-a ’ , (3.15)
u,,; +b(m+1), a=1
d+c™ (v, @-c)-d) el

Vimsj = l1-c ’ , (3.16)
V., +d(m+1), c=1
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f+e™(w,, 1-e)-f)

e=1
ka+j = 1_e ’ (317)
W, + f(m+1), e=1
yazilabilir. (3.7)’den n>2l —k igin
X, = Yoo _ Zoa . Xia ’ (3.18)
un unVn—I unVn—IWn—ZI
yn — Zn—I — Xn—2| — yn—3| , (319)
Vn Van—I Van—Iun—ZI
X ). Z,_
Zn — On-l _ _Jn-21 n-3l , (320)
Wn Wnun—l Wnun—lvn—ZI
ve sonug olarak vme ,, i {2l -k, 2l =k +1,...,51 =k =1} i¢in
Xayroi X
X3Im+i — 3Im-+i—3l i — -3l , (321)
Usim-i Vaimei-t Waimsi—21 Hj:o Usjii Vaijsict Waljsizai
y3|m+i — y3|m+i—3| i m yi—3| , (322)
Vaim i Waimi-1 Uaimei-21 j:0V3|j+iW3|j+i_|U3|J-+i_2|
Ly Z._
— AE == ! (3.23)
W3Im+iu3lm+i—lv3lm+i—2I H j=0 W3|j+iu3|j+iflv3|j+i72|

yazilir. Ote yandan negatif olmayan her m e0, ve je{01...k-1} icin km, + j
formunda yazilabileceginden

X

_ _ 30j+i-3I
Xaimsi = X3 (kmy+ jy+i = Ty ; (3.24)
Usis 31541 Vais+ 31j+i—1 Wals +3ij+i-21
s=0
Yaljsi-al
Yaimsi = Yaikm+j)+i = Ty , (3.25)
HV3Is+3|j+iW3Is+3Ij+i—Iu3|s+3|j+i—2|
s=0
_ _ Z3jj4i-ai 326
Zaimsi = L31(kmy+ j)+i = Ty , (3.26)

| IW3Is+3|j+iu3|s+3lj+i—|V3Is+3lj+i—2l
s=0

elde edilir. Burada m e0,, je{0,1..k-1, ie{2l-k,2l-k+1,...,51 =k -1} dur.

(3.15)-(3.17) ¢ozumleri (3.24)-(3.26)’da yerine yazilirsa sistem (3.1)‘ in kapali formdaki
cozlmleri elde edilir. m
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Teorem 3.1. (Yasakli Kiime) Forbidden Set a,c,e <l \{0}, b,d, f €0l , g,(t)=at +Db,
g,(t)=ct+d, gs(t) =et+f Ve X—(k+|,1) = (X410 X o X))

Yot = Yo Yo Ya)y Zwan = (20 24 s 24) ve p=max{k,I} olsun. O

zaman sistem (3.1) ’in iyi tanimli olmayan noktalarin kiimesi

p
F= L,J{(X—(kﬂ,l)’ Yoy Zgeny ) €L M:x,=0yada y, =0yadaz =0}U

+ y —m+
U U{(X_(Ml) Y iy -(k+l1))€D 3(k+) )ik| ( 1)( )}U

mell o j=0

(3.27)
U LJ{(X (k+1,2)? y (k+l 1)1 —(k+ 1)) el] 3(k+|) y gz(m+l) ( )}U

mell o j=0

3(k+1) - Xkt (m+1)
U U{(X (k+1.1) A (k1) Lo (ks 1))€D =0; (?)}

mell o j= Zj—k

seklindedir.
Ispat: Daha 6nceden

g{(x‘(k*"”’ Vocrny Zgerny ) €0 :x =0 yada y =0 yada z =0} (3.28)
kiimesinin, sistem (3.1) ’in baslangi¢ degerlerinin iyi tanimli yapmayan noktalarin
kiimesine ait oldugu elde edilmis idi. Eger ie{l2,...,p} i¢in x_, =0, y, =0 ve
z_, # 0 ise 0 zaman sistem (3.1) ’in tanimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart bazi ne (]
icin

bx, ,+ay,,, =0 yada dy, , +cz,, ,=0 yada fz _, +ex,, , =0

olmasidir. Bu ve (3.7)’deki degiskenlerin degisiminden, bazi ne(] , igin

U, __b yada v, , __d yada w, , __f
a c e

olur. Ote yandan bazi m>—1 ve j€{0,1,....k—1} icin
km+J glmJrl ( )
Vs = 95" (Vi) (3.29)
ka+J gsm+l ( )

yazilabilir. Dahas1 (3.7) ve (3.29)’dan baz1 m>-1 ve j€{0,1,...k -1} igin
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b (m+1) yj—k—l }
——=U e = g ,
a km+ j 1 ( Xj_k
d (m+1) [ Zi }
——:Vm+_ = g , (330)
c km+j 2 yj_k
f (me1) | Xjoka
—— =W, .= —_—,
e km+ j gS { Zj_k

elde edilir ki buradan bazi m>-1 ve je{0,1,....k-1} icin

Yioka _ (D) (—_b

X a)
Z _

j—k-I :gz—(m+1) (_d , (331)
Y-« c
er7| - g;(m+l) (i ’

Z; e

bulunur. (3.31)’den, (3.27)’deki ikinci, {iglincii ve dordiincii birlesimin de sistem (3.1)
’in baslangi¢ degerlerinin iyi tanimli yapmayan noktalarin kiimesine ait oldugu gorullr

ki bu da ispat1 tamamlar. m

3.2. k=2 ve I=1 Durumu
Bu kisimda k=2 ve |=1 durumunda sistem (3.1) ’in ¢OzUmlerinin asimptotik

davranisi incelenecektir. Bunun i¢in k =2 ve | =1 durumunda sistem (3.1)

Xo2¥Yn1 __ Yn2Zna 7 _ﬁ’ nell,, (3.32)

X = y n— ] -
bXn72 + ayn—S dyn—Z + Czn—3 fzn—Z + eXn—S

n n

sistemine indirgenir.
(3.15)-(3.17), (3.24)-(3.26) denklemlerinde k =2 ve | =1 alinir ve daha sonra bu sartlar
altinda (3.15)-(3.17) denklemleri (3.24)-(3.26)’ da yerlerine yazilir ve ardindan bazi

hesaplamalar yapilirsa, a#1=c ve e=1 icin sistem (3.32)’ nin ¢oztmleri

X _ ] ?(Zs+r—6 ]
6m+2s+r H b+a3l+s+r+l(u727r(l—a)—b) d+c31+s(vfl+r(1—c)—d) f+931+s+r(W,2,r(1—9)—f)
j=0 1-a 1-c 1-e
) (3.33)
m b+ L a-a)-b) BT, ao)-d) | 4SS 2w o)1) |
j=0 l-a 1-c 1-e
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Yém+2s+r =

Z6m+2s+r —

seklinde elde edilir. Burada me(l , s€{2,3,4} ve r e{-1,0} dir. Ote yandan

Y2s5+4r-6

|

m dc3 IS Ly L aeo)-d) | 1435wy, ey 1) [0+ T W, (1-a)-b)
i=o Tc Te La

1
md w3 ao-d) | eI, ey 1) [0S 2 (1-a)-b)
i=0 Tec le Ta

) Z_Zs+r—6 ]

mf w3 ey 1) oISy, -a)-b) | decB IS (v, (1-c)-d)
i=0 Te La Ic

1
m et aee)- 1) [0+ T w,  aa)-b) a2, 10)-d)
i=0 le Ta lec

a=c=e=1 i¢in, sistem (3.32)’ nin ¢dztimleri

Xom+2s+r =

Z6m+2s+r =

X2s+r—6

m
11 (”724 +b(3 j+s+r+1))(vfl+r +d(3 j+s))(w727r +f (3j+s+r))
j=0

1

m
_no(lLl DB is ) (Voo +d(3j+s+r-D))(w_y,  +F(3j+5-2))
j=

Y2s+r-6

ﬁ(v_z_r+d (3j+s+r+1))(w_1+r +f (3j+s))(u_2_r+b(3j+s+r))
j
1

lﬂ[(v71+r+d @Bi+s-D)(Wp_ +f @jrs+r-1))(u_y, +b(@j+s-2))

225+r-6
m
H(W—Z—r” (3j+s+r+l))(u71+r+b(3j+s))(v727r +d (3j+s+r))
1

lﬂ[(w—hr +f (3j+s—1))(u_2_r +b(3j+’s+r—l))(v_l_*_r +d (3j+s—2))
j=0

olur. Burada mell ,, s€{2,3,4} ve r e{-1,0} dir.

|

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

Teorem 3.2 a=1 c=1, e=1 abcdef =0, (X, ¥, 2,)nq, SiStem (3.32) ’nin iyi

tanimli bir ¢oziimii, yani i€{1,2,3} icin x .,y ,,z, ¢ olsun. O zaman asagidaki

ifadeler saglanir.

a)

dalc|>1ve re{-10}icinv, vev

re{-10} icin w, . ve w

X

Eger |a|>1 ve re{-10} icin u,, ve u

6m-+2s+r

—1+r

—1+r

—1+r

1-e

— 0’ dir.

39

— 0, Yeni2er —0 VE Z

6m+2s+r

‘nin en az biri LN ‘dan farkli ya
: .. d
‘nin en az biri ¢ ‘den farkli ya da |e| >1 ve
—-C

. .. f . .
‘nin en az biri —— ‘den farkli ise, 0 zaman m — - iken



bdf |
(L-a)L-c)l-e)|

b) Eger |a| <1, |c|<1, |e[<1 ve <1 ise, 0 zaman m—»>oo iken

|X6m+25+r| %, |y6m+25+r| —> 0 Ve |26m+25+r| — o0’ dur.
c) Eger |a <1, |c|<1, |¢[<1 ve bdf |>1 ise, 0 zaman m —sco iken
(L-a)t-c)L-e)|
Xemi2ser 0, Yomi2sir —0 ve Zgmioser > 0’ dir.
d) Eger |a|<1, |c|<1, |g|<1 ve b =1 ise, 0 zaman (X )
' ' (1_a)(1_c)(1_e) ! 6m+2s+r /mell ;!

(y6m+25+r)me\ lo ve (26m+25+r)me\ l'o dizileri yaklnsaktlr'

baf

(1—a)(1—c)(1—e):_l ise, 0 zaman

e) Eger |a|<1, |c|<1, |e|<1 wve

(X12m+6+25+r)me 0! (y12m+6+25+r)meH0 ve (212m+6+25+r)me\ 0 dizileri yaklnsaktlr.
Burada me ,, s€{2,3,4} ve r e{-1,0}" dur.

Ispat. vmeD ,, s€{2,3,4} ve r e{-1,0} icin

ST [b+a3m+5+r+l(u2r (la)b)] [d+c3m+s Vgir (lc)d)][ fedm+sHr (w2r(le)f)]
F

-a 1—c Te (3.39)
b+ L @-a)-b) |(d+3MST Ly, o)) | F+e3MHS 20wy (1e)- 1) .
* a 1c e
LS decdMHsHrley o ao)-d) | 43S (w (o)) | [b+a3M S (u, | (1-a)-b)
L 1c l-e 1-a (3 40)
d+c3MS Ly o)-d) |[ F+e3MSH L, e)- 1) | (04372 (u_,, (1-a)-b) .
* 1-c l-e 1-a
Ve
ST F4e3MS Ty o 1e)-1) | b+a3M S Uy (1-a)-b) |[ d+cEMFSH (v, (1-c)-d)
m - l-e 1-a 1-c (3 41)

. f4e3MSLw ,@e)- ) | [b+a®™ S L, (1-a)-b) |[d+c3MS 2 (v (1c)-d)
1-e 1-a 1-c

olsun.

a) Eger |a|>1 ve r e{-1,0} icin u_,_, ilL #u_,, yada[c|>1 ve re{-10} icin
—a

—1+r

v, #-9 wv, yadale|>1vere{-10}iginw,, = 1L Aw., ise (3.33)-(3.35)
—€e

_ —1+r 1+r
1-c

cOzumlerinden, vmeD ,, s€{2,3,4} ve r e{-10} icin

e H N H s,r
=lim =lim___Ic.

m—o0

lim C

m—o0

s,r
a‘m

s,r
bm

=00 (3.42)
40



elde edilir ki buradan istenilen sonug kolayca goralr.

b)-c) Eger max{|a|,|c|,|e|} <lise, Vmel ,, s€{2,3,4} ve r e{-1,0} icin

2
lima;" =limb," =limc,' = baf (3.43)
m->0 m-—>0 m—>0 (1-a)l-c)1-e)

elde edilir ki (3.33)-(3.35) ve (3.43)’ den (b) ve (c) ’deki diger kosullar1 kullanarak bu
iki sonug kolayca gorulur.

d) Bazi hesaplamalardan sonra, yeterince buylk m degerleri i¢in ve vmell ,

se{2,3,4} ve r e{-1,0} icin

5T _ b+a*™*""(u_,  (1-a)-b) [ d+c*™* (v, (1-c)—d)
" 1-a 1-c
[ fH e (w,  (1-e)—f) ) b+a’™*(u_,, (1-a)-b)
1-e l-a
x[d +cme Ty, (1-c)—d) ( f+e™ 2 (w, (1-e)- f)]
1-c 1-e (3.44)
g (U, 0-a) —b)a”l; (W, A-8)-b)a s
Vo (1-c)-d+ (v, (1-c)-d)c™ Gmes
d
r -2
+ (W—Z—r (1_ e) B f )e + (W—1+r (l_ e) B f )e e3m+s + O((Cea)3m),

f
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b (d +CmH (v (1—c) —d)J( f+e*™s(w,, (1-e)— f))

l1-c l-e

Xb+§mwﬂgqa—®—m d+c®™* (v, (1-c)-d)

l-a 1-c
X( f+e™sw, (1-e)— f)][b +a’™2(u,, (1-a) —b)j

1-e 1-a (3.45)
1, V00— d)c”ld+ (V1 0=0)=d)C™ s
+ W—1+r (l_ e) -f+ (\;V—Z—r (1_ e) —f )er—l e3m+s
r -2
+ (U—Z—r (l_ a) B b)a -:)(ulﬂ (1_ a) - b)a a3m+s + O((Cea)Sm)
ve
o = f+e’™ " (w,_ (1-e)-f) ) b+a®™*(u_, (1-a)-b)
" 1-e 1-a

y d+c*™ (v, (@-c)-d) ) f+e’™*F(w,, (1-e)-T)

l1-c l-e
[(bra™ U, (L-a) - b)j(d +c™ 2 (v, (1-¢) - d)j

1-a 1-c (3.46)
g @-e) = et (wy,, (-0 = e

f
+ lJ—l+r (1_ a) ~b+ (ufzfr (1_ a) - b)aril a3m+s
b
_ _ r _ _ -2

+ (V—Z—r (1 C) d)C —;(V—l+l’ (1 C) d)C C3m+s + O((Cea)3m)

ve (Hcfnrj dizilerinin yakinsakligini
j=0 me

mmemm.ﬁﬁﬁq ,@ﬁmq
j=0 mell o j=0 mell o 0

hesaba katarak ve (3.44)-(3.46) ‘y1 (3.33)-(3.35) ’te kullanilirsa x ve

6m+2s+r? y6m+25+r

Zgmios,, dizilerinin yakinsakligi kolayca goriilebilir.

e) bdf =-1 sartin1 kullanarak yeterince biiyllk m degerleri igin ve
(1-a)l-c)(1-e)

vmel,, s€{2,3,4} ve re{-10} icin
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2% = —(1+ (U, (1-a)-b)a™ ;r (U, (@-a)-bja™ 3ms
Vi, @-0) - d+(\(;_2r(1 c)—d)c" comes (3.47)
L, (A-e)-f)e J; (W, (1-e)-f)e” e 4 0((cea)™)),
b = —(L+ (v, . (A-0) —d)Cr”;(V_m(l—C) —d)c” comes
W, (- e)—f+(\;V2r(1 e)—fle™ gomes (3.48)
(U, (A-a)-b)a’ ;(Um (1-a)-b)a” 2™ 1+ 0((cea)™),
ve
e =_(1+(W+r(1—e)— )e ”l;r(W Le(d-e)—fle” gomes
LU (@-a)- b+(Ltj)_2 (1-a)-b)a™ 23ms (3.49)
L (v, @-c)—d)ct ;(V_w(i— c)—d)c”’ ¢ 1 0((cea)™))
elde edilir. Ote yandan i<{0,1} icin (im_[_ia;r} : (zﬁ_ib;‘j ve {zﬁ_ic;rJ
i=0 me’, i=0 mell i=0 mel

dizilerinin yakinsakligi dikkate alinirsa, (3.47)-(3.49)‘u (3.33)-(3.35)’te kullanilirsa

Xiomizsirr Xiomeroser 1 Yizmizsir: Yiomiorosir 1 Zizmezssr V€ Ziomi6rosir dizilerinin yakinsakligi

kolayca goriiliir. m

Simdi asagidaki notasyonlar tanimlansin:

K :(L] ~L4r Zr(d V1+r)(d V., r)Wl+r -2- r(f 1+r)(f )

2

j =1+r —2 r(b u 1+r)(b u—2 r) =1+r —2 r(f 1+r)(f —2 r)

K3 (1 j U U, (b —U_y, )(b —U,, )V—1+rv—2—r (d Vi )(d Vo, )’
=u

K —1+r —2- r(b u—1+r)(b u—2 r)V—1+r —2- r(d v 1+r)(d v —2- r)W 1+rW 2— r(f 1+r)(f —2 r)

4
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Teorem 3.3. |a| <1, c=-1 ve e=-1ve (x,,Y,,2,)m 5 Sistem (3.32) *nin iyi taniml bir

¢0zUmu olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir.

a)  Eger |K|>1 ise, 0 zaman m-—>co iKeN Xy, =0, VYemiper =0 VE
Zgmios,y —> 0 “dir.

b)  Eger |K|<1 ise, 0 zaman m-—s>oo iKeN [Xgoeur| %0, |Yomezerr| >0 Ve
|26m+25+r|_>oo ‘dur.

c) Eger K, =1 ise, 0 ZaMan Xy, »e.c+ Xom srzser + Yaomezser + Yizm-sszser Ziomezser V@
Ziom 6.2s:, dizilerl yakinsaktir.

d) Eger K1:_1 isev 0 Zaman, jE{—l,O,l,Z} i(;in, X24m+6j+25+r’y24m+6j+25+r ve

Zyymisjrasse dizileri yakinsaktir.
Burada se€{2,3,4}, re{-1,0} ve je{-1,0,1,2} ¢ dir.
Ispat. |a| <1, c=-1 ve e=-1 olsun.

a)-b): Bu durumlarda, vme ,, s€{2,3,4} ve r e{-1,0} icin

b + a3m+s+r-¢—l (U_z_r (1_ a) _ b)

as,r,l _ d+ (_1)3m+s (ZV—1+r B d)
" 1-a 2
_ 3M+s+r _ 3m+s-1 _ _
[ EYT™Rw,, f)][b+a (U, (-a) b)j (3.50)
2 l-a
o at D)™ v, —d) | F D)™ Rw,,, — )
2 2 '
bs,r,l B d + (_1)3m+s+r+1 (2V_2_r _ d) f + (_1)3m+s (ZW_1+r _ .I: )
" 2 2
3M+s+r 3m+s-1
[bra e, (1-a)-b) |(d+ (D" Rv,,, - d)] (3.51)
1-a 2
y f+(=1)>"" 2w, - f) ) b+a’"?*(u_,, (1-a)-h)
2 1-a
ve
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Cs,r,l _ f + (_1)3m+s+r+1(2W727r _ f) b+ a3m+5( e (l a) b)
" 2 1-a
3m+s+r 3m+s—1
[ v, —d) ) D 2w, — ) (352
2 2
[bra™  u, (1-a)-b) ) d+ (D)™ (v, —d)
1-a 2 ’
notasyonlari tanimlansin. Buradan vmell ,, s €{2,3,4} ve r e{-1,0} icin
assags =birbid = chnosrt = K, +0(@™) (353)

elde edilir ki (3.33)-(3.35)ten istenilen sonuclar kolayca gorulir.
¢) Bu durumda (3.53) ve K, =1 sartindan, vmel ,, S€{2,3,4} ve r e{-1,0} icin

2m-1 m-1

1:! it = g(uo(aﬁp)) (3.54)
2m- m-!
gbsrl lp—i(l_i_o(af”p)) (355)
2m-1 m-1
[Te;*=TT(1+o(a%)) (3.56)
p=0 p=0
ve
vV, d=v, Jw, W, n . .
8 . za) 1. Wop (1+O )1;!(“0 ) sciftver ift,
D*V_y Vo Wy (F W, (1+O )m_ (1+o ) sciftvertek,
. (1—a)’ - (3.57)
T R R R PR 0 |
p-0 . za) == (1+o )p: (1+o(a3p)), stek ver tek,
b*(d - IV, (F-w, )(f-w,, :
At MMy ofen) i (usofer). swcrersit
b’(d -v,.,)({ W (F-w, ) W\ i '
Ll U)o o T (1ro(a)). soituersin
07—V Vo W Wy (1+0(a)) 5l (1+0(a%)), sgiftvertek,
o1 (1-a) p=0
lp:!bp B bZV_1+r(d—V_2_r)(f—W_1+r)(f—W_2_r) 3m M 3p (358)
o (1+o(a ))p:0(1+0(a )) stek vertek,
bz _14r 77r(f_ —+r) —2—r m M i
= vz(l-a)\zN1 "2 (Lyo(a™)) p:o(1+o(a3p))' stekverit,
Ve



LA f(l_ V;)lgf)(f W) (1+ o(a’ )) 1 (1+ O(a )) sciftver cift,
_ 11
2m AR _szlfr);fz_ LERLEE: (1+O(a3"‘ )) 1 (1+O(a3p)), sciftvertek,
e =1, o o (3.59)
" L —V_1+r)‘z_12_r:;_21+,(f _W‘z‘*)(1+o(a3”‘)) (1+0(a*)), stekvertek,
_ 11
o' _Vhr)(((lj _;/)ir)wl”w“ (1+ o(a™ )) 1 (1+ o(a™ )) stek ver cift,
_ 11
2m-1 2m 2m-1 2m
yazilabilir. Buradan (H a;”j , (H a;*r'lj , (H b;val] , [H b;,r,lJ ve
p=0 mel) p=0 mell p=0 mell p=0 mell

2m-1 2m
[H C;”] : [HCZ”] dizileri yakinsak ve boylece (3.33)-(3.35)’den x,,,..,..,
p=0 mell p=0 mell

X12m—6+25+r’ y12m+25+r’ y12m—6+25+r’ Z12m-¢—25+r ve ZlZm—6+25+r diZilerinin yaklnsakhgl kOIayca
goralur.
d) Bu durumda (3.54)-(3.56) ve K, =-1 sartindan

[Tay =0 [](+o(a™)) (3.60)
2lm_[_lbfa’r’1 =(-1)" ﬁ(1+0(a3p)) (3.61)
2lm_[__lcf)” =(-1)" ﬁ(“ o(a®)) (3.62)

yazilabilir.  Bunlar ve (3.57)-(3.59) denklemlerinden je{-1,0,1,2} igin
(H‘;j;‘a;fvl)md . (H:,':SJ b;,r,l)me‘ e (H‘:‘z‘;‘c;”)m dizileri yalansak olup (3.33)-

(335) ‘ten vmell 0! SE{2a3!4}a I’E{—].,O} ve jE{—l,O,l, 2} i(;in, (X24m+6j+25+r)

mell, 1

(YaumssjsaserImer, V€ (Zoamasjszser)men, dizilerinin de yakinsak oldugu kolayca goriiliir. m

Teorem 3.4. |C|<l, a=-1vee=-1ve (x,Y,,2,),.. sistem (3.32) ’nin iyi taniml
bir ¢cozUimu olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir.

a)  Eger |K,|>1 ise, 0 zaman m-—>c iken x —0, —0 Ve

6m+2s+r y6m+25+r

z — 0 “drr.

6m+2s+r
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b)  Eger |K,[<1 ise, 0 zaman m-—>oco iKeN [Xgoeir| >0, [Yomeossr| >0 Ve

m+2s+r
<
|26m+23+r|_)oo dur.
C) Eger KZ =1 ISE, 0 zaman X12m+25+r’ X12m—6+25+r ! y12m+25+r’ y12m—6+25+r’ Z12m+25+r Ve
Ziom 6.2s:, dizilerl yakinsaktir.

d) Eger K,=-1 ise, 0 zaman, je{-10,12} i¢in Xy, 6j.06:r+ Yoamesjooser V€

z dizileri yakinsaktir.

24m+6 j+25+r
Burada me ,, s€{2,3,4} ve r e{-1,0}" dur.

Ispat. Teoremin ispati, asagida tanimlanan notasyonlar1 kullanarak Teorem 3.3’iin

ispatina benzer sekilde yapilabilir.

as,r,z b+( 1)3m+s+r+l 2 r —b)]

m

d+c3m+s(v 1+r(1 c)— d)]

o 1)3"‘””(2w2 r—f)j[m( 1)3“5 1(2u_1+r- )j (3.63)

d+ 3M+s+r 1(V2 r(l C) d)j f+( 1)3m+s 2(2W1+r_f)j

bs,r,2 ~ d+c3m+s+r+l vV, r(l C) d)j( f +( 1)3m+5(2W » f)j
d+

b+( 1)3m+s+r( u, r_b)j( c3m+s- 1( 1”(]_ C) d)} (364)

f +( 1)3m+s+r—l(2W oy — f)

b+ (- 1)3”“5 2(2u_1+r —b)J

e _[ T4 1)3”‘*5*”1(2w2 - f)j(m( 1)3”’*5(2u —b)j

C,
3m+s+r 3m+s—1
[dHe™ v, (A-0)- d)j{”( ) (2wm—f)} (3.65)
1-c
NLEIG! sy, —b) \(d+c™ (v, (1-c)—d)
2 1-c

Burada me ,, s€{2,3,4} ve re{-1,0}" dir. m
Teorem 3.5. |e[<1, a=-1 ve c=-1 Ve (x,,V,,2,),. , Sistem (3.32) “nin iyi tanimh

bir ¢cozUimu olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir.
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a)  Eger |KyJ>1 ise, 0 zaman m-—>o iken x 0, Yooy —0 Ve

6m+2s+r

z — 0 ‘drr.

6m+2s+r

b)  Eger |Ky<1 ise, 0 zaman m-—>co iken |x, |90, [Vomezsrr| >0 Ve

m+2s+r

|Z |—>oo ‘dur.

6m+2s+r

C) Eger K3 :1 |Se, 0 zaman X12m+25+r’ X12m—6+25+r ! y12m+25+r’ y12m—6+23+r’ Z12m+25+r Ve

z dizileri yakinsaktir.

12m—6+2s+r

d) Eger K3=—1 ise, 0 Zaman, jE{—l,O,l,Z} igin! X24m+6j+25+r’y24m+6j+25+r Ve

z dizileri yakinsaktir.

24m+6 j+2s+r1
Burada me ,, s€{2,3,4} ve re{-1,0}" dir.

Ispat. Teoremin ispati, asagida tanimlanan notasyonlar1 kullanarak Teorem 3.3’iin

ispatina benzer sekilde yapilabilir.

as,r,3_ b+( 1)3m+s+r+1 4 r_b)j(d_'_( 1)3m+s V.., d)j

m

o 3m+s+r(wz,(1 - 1) (b+( 1)3“”5‘1(2u1+r—b)j (3.66)

[+ 13m+5”-1(2v2,—d) (f+e3m+sz(w_m(1 e)—f)]

bs,r,3 d +( 1 3m+s+r+1 2 r _d)] f +e3m+s (W 1+r (1 e)_ f)]
3m+s+r 3m+s-1
[b+(D) . r—b)J( +(-1) (2v_1+r—d)j (3.67)
3 fa e3m+s+r l(W_Z—r (l_ e) — f) b+ (_1)3m+572 (2U_1+r _ b)
1-e 2
ve
Csvr‘3 B f + e3m+s+r+l (W_z_r (1_ e) _ f ) b + (_l)3m+s (ZU_1+r _ b)
m 1-e 2
__1\3m+s+r _ 3m+s-1 _ _
(AT, d)]( f+e™™(w,, (1-e) f)} (3.68)
2 l-e
(oD, _b)j[d F DR, —d)J
2 2

Burada me ,, s€{2,3,4} ve re{-1,0}" dir. m
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Teorem 3.6. a=c=e=-1 Ve (x,,¥,,2,). 5 Sistem (3.32) ’nin iyi taniml1 bir ¢6ztmu
olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir.

a)  Eger |K,/>1 ise, 0 zaman m-—>o iken x -0, Yemizey =0 VE

6m+2s+r

z — 0 “drr.

6m+2s+r

b)  Eger |K,|<1 ise, 0 zaman m-—>co iKeN |Xgoeir| >0, |Vomeaser| >0 Ve

3
|26m+25+r| —>00 ‘dur.

C) Eger K, =11iS€, 0Zaman X, .,..,+ Yiomizssr V€ Z on iki periyotludur.

12m+2s+r

d) Eger K4 =-1 ise1 0 Zamanix24m+6j+25+r’y24m+6j+25+r Ve Z24m+6j+2s+r ylrml dort

periyotludur.
Burada me ,, s€{2,3,4} ve re{-1,0}" dur.

Ispat. (a)-(d): Bu durumlarda vme? ,, s€{2,3,4} ve r e{-1,0} icin

ord b+ (_1)3m+s+r+1 (2l'1727r il b)j[d + (_1)3m+5( V., d)J
m 2 5

f+(- 1)3””5” w, - f) (b+( 1)3””“ i b)j (3.69)

. d+( 1)3m-¢-s+r—1(2V2 r_d)J(f‘i'( 1)3m+s 2(2W 1+r_f)]

bs,r,4 d +( 1 3m+s+r+1 d)J( f +( 1)3m+s (2W o f)J
(b 1)3“5” 2 —b)][d L G 1(2v_1+r —d)} (3.70)
y f +( 1)3m+s+r l( )J[b'i'( l)3m+s 2( u e _b)j
ve
Cs,r,4 B f + (_1 3m+s+r-¢-l(2W_2_r _ f) b+( 1)3m+s (2U = )
" 2 2
v, d+ (_1)3m+5+r (2V—2—r _d) f +( l)3m+s l(ZW Lir f) (3 71)
2 2 '
(oD U, —b) (d+ (D2, —d)
2 2 '

notasyonlar1 tanimlansin. (3.69)-(3.71) den,
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1A Lsr,4 14,14 s,rd.sr.d4 __
a;tas =hy by =c5n e K, (3.72)

2m Y2m+l 2m Y2m+l T
elde edilir ki teoremin 6ncullerinin hipotezlerinden istenilen sonuglar kolayca goriiliir. m

Teorem 3.7. abcdef #0, a, ¢ ve e* den en az biri 1’¢ esit, (x,,Y,,2,),. 5, Sistem (3.32)
> nin iyi tammli ¢oziimleri ve 1€{1,2,3} icin x,,y,,z_, ¢ & olsun. O zaman n—
iken x, >0, y, >0 ve z, >0 ‘dir.

Ispat. a=1, c#1 ve e=1 icin

3m+s
ay"® =(u,, +b(3m+s+r +1))(d e (Vll”c(l_ ‘)= d)J

3M+S+r _
x( f+e (szf(l_e) f)j(u_w +b(3m+s-1)) (3.73)
—€
d +C3m+s+r—l(v_ B (1—C)—d) f +e3m+s—2 (W_ (1_e)_ f)
% 2 1tr
Lo 1-e 1
pers (AT, (1-0)-d) )( £ +e(w,, (1-6) - )
m 1-c 1-e
3m+s-1 —c)—
x(u_,, +b(3m+s+ r))(d L (;ll*cr d-c) d)) (3.74)
f +e3m+s+r—l W 1_e _f
{ W0, spames-2)
ve
3m-+s+r+1
cors =( f+e (w, (A-e)- f)J(u_l+r +b(3m+s))
1-e
. d+03m+s+r(V727r(1—C)—d) f+e3m+5—1(Wil+r(1—e)— f) (375)
1-c 1-e 1
3m+s-2 _ _
><(u2r+b(3m+s+r—l)){d+C (i/‘lg(l 2 d)]
azl, c=1vee=licin
3M+s+r+1
it - [b o o a“”‘”j(vm +d(Em+5))
1-a
. f +e3m+s+r (W,z,r (1_e)_ f) b+a3m+5—1(u71+r (1—a)—b) (3 76)
1-e 1-a .

3m+s-2 _ _
><(v_2_r+d(3m+s+r—1))£]che (XV_lg(l e) f))
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3m+s _ _
b;’”":(vzr+d(3m+s+r+1))[f+e (Vil*'(l 2 f)j
—e

X(b+a3m+s+r(;_2;(l_a)_b)]( e HA(BM+s-1)) (3.77)
y f+e¥™ " (w,_ (1-e)-f) ) b+a’™"?*(u_,, (1-a)-b)
1-e l1-a

cord = f+e3””s””(W2r(1 e)—f)|[b+a™™ (u,, (1-a)-b)
l1-a

f+e™t(w, (1-e)— f )j

“(v, , (3.78)

r

+d(3m+s+r))( —

x( b+ a.3m-¢—s+r—1 (U_z_r (1_ a) i b)

- j( L +d(BM+5-2))

a=l, c=1lve e=1icin

o7 _ [b+a3”‘*s*”1(u2r (1—a)—b)}[d +¢*™5 (v, (1-c) - d)]

" 1-a 1-c¢

x 2r+f(3m+s+r))(b+a3m+s_l( aer(178) b)j (3.79)

d +C3m+s+r—1(v . r(l C) d)

W, + f(Bm+s-2)),

(w
br?],r7 (d +C3m+s+r+l V., r(l C) d)] Lt f(3m+S))
(W,

b+a3m+s+r(u . r(l a) b)] d +CSm+s -1 V., (]_ C) d)] (3 80)

X

A+ f@m+s+r— 1))(bJragm+s z(ul”(l—a)—b)j

1-a

ve

3m+s _ _
e = (W, + f(3m+s+r+l))(bJra (ul_1+,(1 3) b)]
—a

1-c

« b+a®mett (u,,@-a)-b))d+ cimes2 (v, ,@A-c)-d)
l-a 1-c

x[d+°3m+5+r("—2-f(1‘c)_d)J( e + T (BM+5-1)) , (3.81)
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a=1,c=1ve e'_/-'li(;in
a5 =(u,., +b@Bm+s+r+1))(v

y f + e3m+s+r (W,Z,r (1_ e) _
l-e

+d(3m+s))

—1+r

f)j( —14r +b(3m+5 1))

x(V,_, +d(@Bm+s+ r—l))[ Fre™ 2 (w, (1—e)- f)j,

l-e

3m+s
by = (v, +d 3m+s+r+1))(f+e (W, (1-e)- f)]

1-e
(U, +b(Bm+s+r))(Vy, +d(Bm+s-1))
[Hegmml (1) 1)

Xu2

" £f+e3m+s+r+1 (W (- e)—f)]( +b(3m+s))
—1+r
3m+s-1
(Vo +d( 3m+s+r))(ere (1_12(1 e)- f)]

(
X(u .

b(3m+s+r-1))(v,, +d(3m+s-2))

' —1+r

a=1, c#1lve e=1igin

3m+s
2" (qu 3m+s+r+1))(d+c (11;0(1 c)- d)j
(W, + f(3m+s+r))(u, +b(3m+s-1))
3m+s+r71
d+c 2r(l C) d)}(ww+f(3m+3—2)),
3m+s+r+1
b = [d+c (1 c)- d)}(w_1+r+f(3m+s))
3m+s-1
x(u_,., +h( 3m+s+r)){d+C (1_1;(1 c)- d)}
(W, + f (3m+s+r-1))(u,, +b(3m+s-2)),

ve
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J( 2+r+b(3m+3—2)),

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)



C

=1+r

Ld 4 3mesr (V_z-r (1—C)—d )J(

5r9 (szfr +f(3m+s+r +1))(u

m

+b(3m+s))

W

" =1+r

f(3 -1
1-¢ +f (3m+s-1))

X(U_Z_r+b(3m+3+|’_1))[d+c3m+s2( L (1-0)- d)J

1-c

azl, c=1ve e=1igcin

b+ a‘3m+s+r+1 (U,zfr (1— a) — b)
1-a

s,r10 _
o=

a

J( 1+r+d(3m+s))
+ f 3m+s+r)){b+a3m+s_l( a)- b)]

X W2r 1 A
X(Vop +d(3m+s+r=1))(w,, + f (3m+s-2)),
b0 = (V ,,+d 3m+S+I’+1))( e 3m+s))

+d(3m+s-1))

=1+r

+f(Bmes+r— 1))[b+asm+sz( e b)]

|
1

b+a3m+s+r _zr(l a) b)j(

><(W2r

1-a

3m+s
5r10 (W 3m+s+r+1))(b+a ( l+r(1 a) b)J
l-a

1+r + f (3m+S—1))
b+a3"””” (u rl a)- b)J(v

X(Vz ,+d 3m+s+r))(w

~1+r +d(3m+3—2))
a=1, c=1ve e=1igin

s,ril
m =

X(sz,r
(

Vo

: (U72 & 3m+3+r+1))( 1+r+d(3m+3))

(3m+s+r )(u1 +b(3m+s-— 1))

+r

d(3m+s+r— 1)( e + T (BM+s— 2))

x r

b(
. )

by = (v, +d(3m+s+r+1))(w,,, + f(3m+s))

(U, +b(BM+s+1))(V ., +d (3m+5-1))

(W, +f(3m+s+r-1))(u,, +b(3m+s-2)),

x(U_,

—1+r

X

ve
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(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)



ey = (W, + f(Bm+s+r+1))(u, +b(3m+s))
(V. +d(Bm+s+r))(w,,, +f(Bm+s-1)) (3.93)
(U, +b(Bm+s+r-1))(v,,, +d(3m+s-2)),

notasyonlart tanimlansmn. Burada vmeD,, se{2,34 ve re{-10}° dir.

=lim =w, pef56,..,11}, (3.94)

m—oo

= Iim ey

m—o0

lim beP

m—oo

oldugundan (3.73)-(3.93) ’ten teoremin ispat1 kolayca goriiliir. m

s,r,p
am
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BOLUM 4

41. x.,, =Yy’

n-17

Vo, =20tz =tx* t  =x%y?, ~ Fark Denklem
Sisteminin Cozumu

Bu bélimde «,f,7,0,¢, 1,6 ve p parametreleri tamsay1 ve 1€{0,1} icin
X, Y., 2.t €1 \{0} baslangic kosullar1 olmak iizere
Xoa = Yo Zias Yo = Z0ts Zoa =X Gy =X0y0, nell, (4.1)
sisteminin kapali formda ¢oziilebilirligi gosterilip, f=0,0=0, u=0, p=0 ve
Poup #0 durumlarina gore sistem (4.1) ’in genel ¢6zumi elde edilecektir.
Teorem 4.1. {(Xn, Yo Zn’tn)}nzfl sistem (4.1) ‘in iyi tanimli ¢ézimii Ve «, 3 ,7,0,¢, U
,¢ ve p parametreleri tamsay1 olsun. Eger i €{0,1} icin x_,y ,,z,t, 0 \{O} ise 0
zaman sistem (4.1) kapali formda ¢oziilebilirdir.
Ispat
a=a B=p n=y, 6,=0, =& m=pn =5 p=p (4.2)
olsun. (4.2) “deki esitliklerden ve sistem (4.1) ’de n yerine n—1 alinirsa nel] igin
sistem (4.1)

_ b _ qrmtpisooy 0 4 b
Xn+l - ynlzn—l - Zn—i tn—12 - ZniltnEZ'

— Nt _$ENTO 172 yO2
yn+1 - Zn tn—l - tn—l anz - tn—lxn—Z’

—tax4, = e\ PEL _ €2 gt (43)
Zn+l ] Xn—l - Xn—l yn—2 - Xn—l n-21
_yhyh _ yearmaPa _ s P
tn+1 - an yn—l - y:—i Zn—12 - n2—12n321
seklinde yazilabilir. Burada
a, =y + B, B, =00, & =8+, W= pé, (4.4)

Y, =€ 0L 0= [y & =g+ o pp = P
dir. Simdi (4.4) ’teki esitlikler ve sistem (4.1) *deki denklemlerden n e[, igin sistem
(4.1)

S 4y pEO Syl a3 P
Xn 1 anltnEZ _tn—s 2Xn—32 _tn32xni3’

+:

_ 172 w02 _ 2O\ P2 _ 73 \y0s
yn+1 - tn—lxn—z - Xn—2 yn—3 - Xn—Z yn—3'

7 = X%yt = g%t Zﬂfz = y5s 7t (45)
n+l = “n-1Jn-2 — yn—Z n-3 — yn—2 n-3?

_ S 9P _ 975t Pt0s _ 58t
tn+l - nz—lanZ - Zn—22 21:n é - Zn3—2tn33’
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seklinde yazilabilir. Burada

a; =0, + ), By=pa,, &'=ag,+ 1, uy =P, (4.6)
V3 =8V, 0y, O03= Py S =086+ Py P3 =068,

dir. Yine (4.6) ’daki esitlikler ve sistem (4.1) *deki denklemlerden, ne(], igin sistem
(4.1)

_ 103 B _ lastPaypos _ o \ P
Xn+l _tn—ZXn—S _Xn—s yn—4 — M-3)n-41

—y’3 03 _ a3t 5By _ \y Vs 504
yn+l - Xn—2 yn—S - yn—3 Zn—4 - yn—3zn—4’

—_vé 93 _ 753+/13t553 — 7% t/lA (47)
Zn+l - yn—2 Zn—3 - Zn—3 n-4 — Zn—3 n-4?
_ 283 $P3  _E53+P3y MG _ s P
tn+1 - an—ztni3 - tn733 anz - tnigxnjm
bulunur. Burada
Q=60+ Py, f= pots, &,= YEs + 1y, My = 08;, (4.8)

Yo=Yy +03, 0,=Prs & =65+ Py, Py = 1S,
dir. Benzer sekilde (4.8) deki esitlikler ve sistem (4.1) ’deki denklemlerden, ne(] ,

icin sistem (4.1)
N \yBa 00+ fy Py 05 o [
Xn+1 - an3 ni4 - n—i 4Zn_; = ynE4ZnE5,
— ¥4 7% _ Ma+0at Sy _ 575 16
yn+l - yni3zni4 - Zn—44 41:n—45 - Zn5—4tn35’ (4 9)
o Ea $Ha  _ $EE4tH S HEY _ & L )
Zn+1 - Zn4—3tnj4 _tn—il 4Xn—g _tni4xn351
4% yPa  SCatPa N\ PEs _ S5 \Ps
tn+l - tni3xnj4 - Xn—tl ! yn—é - Xn5—4 yn—57
bulunur. Burada
as =0, + B, fs=Pa,, &=¢c6,+ 1y, ps= e,
Vs =WVt 0, 05 =0y, & =88+ Py Ps = PS4

dir. Simdi kabul edelim ki

(4.10)

) e — o2 Zp4k72

_ 2%k B2 —tak2  yOak2 _
Xn+1 _Zn—4k+3tn—4k+2’ yn+1 _tn—4k+3xn—4k+2’ Zn+1 _Xn—4k+3 n-4k+2" tn+1 — Jn-4k+3“n-4k+2? (411)

{0‘4k2 =Yy st Py Paa =00y s Vakoo = EVaka T Oucsr Opo = MV s (4.12)

Epr =8En st Max sy Mao = Pl sy Saxa =y 3t Paar Paxo = P s

—t% yPaa — v/ a4 Shea — yPak1 Hyka — 7%ma tPaka
Xn+1 _tn—4k+2Xn—4k+1’ yn+1 - Xn—4k+2 n—-4k+1? Zn+1 - n—4k+22n—4k+1’ tn+1 - Zn—4k+2tn—4k+l’ (413)

{azlk—l =0y o F Puar P = MOy 20 Vo = SVak2 T Oumc2r Oaks = Plaxar (4.14)

Eqr = Ay o My oy Hax 1 = PEs 2 Sax1 = Voa 2+ Pax2r Paxa =% 2

X — Xa4k Bax y — 74k 254k 7z — Z£4k t.uAk t — t§4k Xp4k (4 15)
n+1 n—-4k+1J n-4k? n+l n-4k+1-n-4k* “n+l n-4k+1n-4k ' “n+1 n—4k+1"'n—4k? '

{a4k =&yt Buar B =Py Vi =0V g1+ 01 On = Blaas (4.16)
Ey = Vet Mu sy My =084 1y S = ESpa T Paxar Pax = My as
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ve
— %k 9 Pakn — 274ks14 %k — $Eaki v Haka — ySaki1 \yPakil
Xn+l - yn—4k Zn—4k—1’ yn+1 - Zn—4ktn—4k—l’ Zn+l - tn—4k Xn—4k—1’ t 1 Xn—4k n-4k-1

n+

{a4k+1 =ady + P Pia = Py Vaa = VVax T Our Opa = Vages
Eapa = EEu + Mayr Mapn = HEws S = SSuk + Paxs Paka = P

olsun. Burada baz1 k €[] igin dyle ki n> 4k dur.
(4.17) vesistem (4.1) ‘den, kel ve n>4k+1 i¢in

_ ki 9B _ 9Vt Pakiat 0% _ %2 § Pk
Xn+l - yn—4k Zn—4k—l - Zn—4k—1 tn—4k—2 - Zn—4k—1tn—4k—2’

— Vakat0aki — tEakn 0kt y Makit  — $7ak2 yOuke2
yn+1 - Zn—4ktn—4k—1 - tn—4|<—1 Xn—4k—2 - tn—4k—1xn—4k—2’

_ tEakid ywHak  — ySEaktHaked \yPEkl _ yoEake2 Hax2
Zn+l - tn—4an—4k—l - Xn—4k—1 yn—4k—2 - Xn—4k—1yn—4k—2’
t — X§4k+1 Paks A84intPakst Zﬂ§4k+1 — Saks2 ZP4k+2
n+1 n—4k J n—4k-1 n-4k-1 n-4k-2 n—-4k-1-n-4k-21

elde edilir. Burada

{a4k+2 =V0ya t Biar Bz = 0%yay Vakia = EVakt T Ousr Oaksz = M s
Eqnrz = SEan t Marsrr Hakez = PEaarr Saxez = s + Pasrr Paksz = Baxaas

dir. (4.19) ve sistem (4.1) ’den, ke[l ve n>4k+2 icin

_ 2%z $Pas2 4 €%kt Bakiz yHki2  _ ki3 Baksa
Xn+1 - Zn—4k—1tn—4k—2 - tn—4k—2 Xn—4k—3 r tn—4k—2Xn—4k—3’
— t74k+2 Oaks2 _ Va2 t0uks2 \yPYaki2 Y ake3 Oaks3
yn+1 - tn—zlk—lxn—4k—2 - Xn—4k—2 yn—4k—3 i Xn—4k—2 yn—4k—3’
— yéaks+2 Haxsa  _ \j%aks2tHake2 9 Peaxva  _ \jaks3 Hak+3
Zoy = XlakaYn-ak-2 = Yn-ak=2  Zn-ak=z = Yn-ak-2Zn-ak-3
t — Saks2 ZP4k+2 — 27§4k+2+P4k+2t5§4k+2 :Z§4k+3 tP4k+3
n+1 n—-4k-1-n-4k-2 n-4k-2 n—-4k-3 n—-4k-2"n-4k-3?
olur. Burada

{0’4k+3 =8t Puar Pakss = Mo Vakis = SVakia T Oz Oakia = Plakszs
Egkea = XEqr T Makior Mania = BEuiar Sanea = Vousz T Pakszr Paksa = Ospia

dir. Benzer sekilde, (4.21) ve sistem (4.1) ’den, nell ve n>4k +3 igin

X . =%k Xﬂ4k+3 _ X§a4k+3+ﬁ4k+3 ypa4k+3 = y%aks4 yﬂzxm
n+l -

n—-4k-2"n-4k-3 n-4k-3 n-4k-4 = “n-4k-3 Y n-4k-41
y — X74k+3 Saks3 — Y413+ 0ak13 Zﬁ74k+3 — 74k 254k+4
n+l n—-4k-2 Jn-4k-3 n-4k-3 n-4k-4 n-4k-3"n-4k-41
— \/%4k+3 Hakss 9 VeaksatHakiatO8akss  _ 9 Eakea Hak+a
Zn+1 = Jn-4k-2 Zn—4k—3 - Zn—4k—3 tn—4k—4 - Zn—4k—3tn—4k—41
— 7%4ke3  FPu3 — $ECakatPake3 yHEae3  _ Saksa  yPaked
tn+1 - Zn—4k—2tn—4k—3 - tn—4k—3 Xn—4k—4 - tn—4k—3Xn—4k—4’

bulunur. Burada

{0‘4k+4 =83t Bikiar Bakia = Pyiar Vakia = Wiz T Oucszr Oakea = Blarsas
Egkra = Vs T Marisr Maxea = 0843y Sanaa = ESais T Parssr Pakea = Hypiar

dir. Yine benzer sekilde, (4.23) ve sistem (4.1) *den, kell ve n>4k+4 igin
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)



X — Xa4k+4 yﬂ4k+4 — yaa4k+4+ﬂ4k+4 Zﬁa4k+4 — ya4k+5 Z:B4k+5

+1 7 “n-4k-3In-4k-4 = Sn-4k-4 n-4k-5 n-4k—-4“n-4k-5"
y — \y/4k+4 254k+4 — ZW4k+4+54k+4t574k+4 — 274k+5 t54k+5

n+1 n—-4k-3"n-4k-4 n—-4k-4 n—-4k-5 n—-4k-4"n-4k-5"
7 — Z£4k+4 tﬂ4k+4 — t554k+4+/‘4k+4 X#54k+4 — t54k+5 X/"Ak+5

n+l n-4k-3"n-4k-4 = "n-4k-4

n-4k-5 —

n—-4k—-4"n-4k-5"

tn+1 — tfiﬁrﬁ_sxﬁl:ﬁ?_4 — X§§4k+4+P4k+4 y.0§4k+4 — X§4k+5

n—-4k-4

yazilabilir. Burada

{0‘4k+5 =04t Pucar Bucs = BUsr Vaes = YV aea T Opiar Ois = Waaar

Eanss = EEqia T Maxar Maxs = HEuar Sanes = Sakia + Pakiar Pakss = Plaxiar

dir. Boylece tiimevarim ydnteminden (ozn)nej ( 'Bn)nej (7 )ne[| (6, )nEm , (gn)nGD ,

yp4k+5
n—4k-5 n—-4k—-4 Jn-4k-51

(14,) .+ (&), ve (p,). ., dizileri k el igin

Oy =80y + Bycar Qs = 0y + Py

B =Py, Bk = Py,

Yo = a1+ Oucar Yk = Wak TO0uos
O = PVax1s Ogks1 = Oy

Eae = Vnat Harr  Ean = EE4 T My
My = 084y, Haar = HE g

Sk =8t Py Saas =S8 T P
Pa = USyy 1 Pair = PSak

Quyia = Yya + Bucas

Busa =00y,
Vaxsz = € axr ¥ Ousns
Oskia = MY gk
Eaxsz = GEan F Hayans
Hakio = Py
Saksz = Agia + Pk

Paksa = B

Qs = EQp + Bacsa

Burs = HOyy o

Vaksa = SVaksz2 + Ouia
Oues = Plaksar

Epkas = Ay p + Hyia
Hayiz = Py,

Saksa = Yoaia F Pakszs
Paksz =S4,z

(4.25)

(4.26)

(4.27)

rekiirans bagmtilarint sagladigi sonucuna varilir. (4.19), (4.21), (4.23) ve (4.25) ’ten

nel, i¢in

— y%ni 7 Pann — 7 %n2tPans2
- yo Z—l - ZO t—l

X4n+l ! X4n+2

_ 74114 %4n11 _ $74n2 y%ani2
y4n+l - ZO t—1 ' y4n+2 - tO X—l ’

— t8n+1 yHana — yéans2 \yHans2
Z4n+1 - t0 X—l ' Z4n-¢—2 - XO -1
t — X‘§4n+1 Panu t — a2 7 Pans2
4An+1 0 -1 4n+2 yO -1

_ $%n3 yPani3
X4n+3 - t0 X—l

y — X74n+3 Sani3
4n+3 0 1

— \/%4n+3 7 Hans3
z Yo 24,

4n+3 T

— 2%ans3$ Pans3
- ZO t—1

t4n+3

— y%n+a 4ntd
X4n+4 - XO y—l !

— \y/4n+a Z5An+4
y4n+4 0 -1

— 78n+at Hansa
Z4n-¢—4 - Z0 t—l '

_ $Sansa yPansa
t4n+4 - t0 X—l

esitlikleri yazilabilir. (4.27) deki birinci denklemde k yerine k+1 alinirsa

Agyoq =Sy 3+ 1Oy,

(4.28)
(4.29)
(4.30)

(4.31)

(4.32)

elde edilir. (4.32) ve «,, ., =¢a,,., +oa,,,, rekirans bagmtisi ile bazi hesaplamalardan

sonra

a4k+4_(7€§+7//’l+5§)a4k+1_(ﬂgg)azlk :Ol k ED 0!

ve
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Apyig = (aygé’ +ayu+ aé“f + ,Bgf + ﬂ,u)a4k+4
+(r°%Ep+2ySep + ¥ eup + 5750 )ty (4.34)
+(Breep+ Breup+ Poesp) e, kelly,

rekiirans bagmtilari elde edilir. Burada, g,, ., = Ba,, olup k=0 i¢in f#0 ise ¢, =1

dir. (4.33), (4.34) *te kullanilirsa, («, )

e dizisi ve k (] , i¢in

s —(QVEE +u+ GOE + PEE + B+ 5D+ Y60) gy + BUDCL, =0, (4.35)
rekirans bagintisini sagladig goriiliir. Simdi

3(u,) =U,,, —(apeé +apu+adé + e + fu+op+ yep)u,., + Soupu, (4.36)

operatorii tanimlansin, Oyle ki, bu operatdér i<{0,1,2,3} icin (), dizilerinin

sifirlayanidir. Gergekten; (4.36) *da n yerine 4k alinirsa (e, ),  dizisi (4.36) *daki

operatdr icin sifirlayandir. Dahas1 bu durumu kullanarak ve (4.33) *ten (a,,.,), . dizisi

kell o
de (4.36) ’daki operatér i¢in sifirlayandir. Benzer sekilde bu durumlart ve
Qerz = Yoy + Pty bagmtisini kullanarak, (e, ), dizisi de (4.36)” daki operatdr
icin sifirlayandir. Yine benzer sekilde bu durumlan ve e« ,=ca,,,+da,.,

bagntisini kullanarak (e,,.,), . dizisi de (4.36) *daki operator icin sifirlayandir. Diger

kell

taraftan, (4.27) *den 1€{0,1,2,3} icin (f,.;),.., dizileri de (4.36) *daki operator icin
sifirlayandir. Hatta yukaridaki agiklamalar ve (4.27) ’deki bagintilardan i<{0,1,2,3}
Igln (7/4k+l+i)k€”0 ve (54k+l+i)kE o (84k+2+i)k€[ 0 ve (lu4k+2+i )kel ' (§4k+3+i)ke\\0 ve

0

(Pasaei ) o, dizilerinin de (4.36) *daki operatdr igin sifirlayan oldugu kolayca goriiliir.
Durum g =0. Bu durumda i€{0,1,2,3} icin (i), v (Facwi e, (Earcei oo, VE
(&uei ), dizilerinin B =0 sart1 altinda

U,., = (apeé +apu+adé +dp+yep)u,, nell, (4.37)
bagintisin1  sagladigi agik¢a gorilir. S =0 sartiyla birlikte 1€{0,1,2,3} igin

(@i e, Fasi he,» (Barii e, V& (Saii ), dizilerininiilk terimleri
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o =a, a,=y, o, =aye+ao, a, =ayeé +adé +ayu,

W=V Va=VEFO, Yy =rec+Oc L, Y, = oyes +aos + ay+ yep +op,
g =& &=&+u &=ass+autep, &,=oayeé+ayu+ysp,

Q=6 G =actp, g =aystyp, Sy = QYES + yEp + a0 + Op,

(4.38)

olmak tizere, (4.37) *den k €[] , igin

Oy =t (el +ayu +adE +9p+ yep)
Uyyp = ay (ayel +ayu+ads +p + yep)
Ayers = (ye +8)(ayeé + ayu+adé +dp+ yep)
Oyera = (76 +6E + yut ) (ayeé + ayu + adé + dp + yep)

k
’

(4.39)

k
1

k
Vaen =7 (@yeE + apu+adé +p+yep)',
Vaxez = (76 +8) (e + ayu+adé +p + yep)
Vaxss = (76E + 6 + yut ) (ayeé + ayu + adé + 8p + yep)

k+1

Vacra = (@yeé +ayu+adé +dp+yep)

k
y

(4.40)

k
1

¢ (ayes +ayu+adé +5p + ygp)k ,

(&€ + u)(ayeé +ayu+adé +p + yep)
(aeé+ap+ep)(ayes +ayu+adé +dp + yep)
(

ayeé +ayu+ yep ) (ayeé +ayu+adé +6p + yep)

Eant

k
Eak2 )

(4.41)

K
Eaxsa )

k
Eakea ,

Ve

Even =& apes +apu+ads +p+yep)

Sz = (@& + p)(ayeé + apu+ads +dp+ yep)
Sus = 7 (a& + p)(ayed +ayu+ads +dp + yep)

Sura = (78 +8)(al + p)(ayed +ayu+ads +3p + yep)

k
’

(4.42)

k
)

k

dir. =0 sartiyla birlikte (4.27) ‘de 1€{0,1,2,3} icin (B,.). . (54k+i)k€”0,
(#4121 ). V€ (Pusi ), ‘min rekiirans bagmtilart ve (4.39)-(4.42)" deki ¢ozimlerden,
kel , igin

Bai =0,

B = a6 (ayel + ayp+adé +p + yep)
Bucss = oyu(ayes + ayu+ads +5p+ yep)
Buea = ap(re+6)(areé +ayu+adé +6p + yep)

k
'

K (4.43)

k
’
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&%)

k

wn = O (ayel +ayu+adé +op+yep)
k
w2 = y(@yeé +ay+adé +dp+ yep)

s = P72 +8) (ayeé +ayu+adé +3p+yep)’
4k+4 — 0

7

S S

Haen = 10yl +ayu+ yep) (ayeé +ay+adé +5p+yep)
Har = &P (07 +aypi+adE + p + yep)'

Hay3 =0,

Moo =6 (€€ +api+ep)(ayeé +ayu+adé + 6p + ]/8,0)k

ve

Paa = P(re+6)(aé + p)(ayeé + ayu+adé + 5p+ ygp)k ,
P2 =0,

Pass = 0 (& + p)(ayeé + ayu+adé +5p + 78p)k ,

Paca = (0l + p)(ayeé +ap+adé +p+ yep)'

(4.44)

(4.45)

(4.46)

elde edilir. Bu durumda £ =0 iken (4.28)-(4.31) ‘de (4.39)-(4.46) kullanilirsa, sistem

(4.1) ‘in iyi taniml ¢dziimleri n e (] , i¢in asagidaki gibi elde edilir:

ya a;/£§+ayy+a§§+5p+ygp)n
0

4n+l ’
ay(a75§+ayy+a6§+5p+;/gp)n ad(ayeé+ayu+adé+sptyep)”
Xopp =2 t
4n+2 0 1 '
a(ye+8)(ayes+ayu+asé+op+yep)” oyl ayeé+ayu+adé+dp+yep)"
X =t X ,
4n+3 0 1
X X (ya§+5§+;/y)(ayg§+ayy+a6§+5p+;fsp ap(ye+5) ayg§+ayy+a5.§+§p+ygp)
An+4 y, ’

7(a7£§+ay;¢+a5§+5p+}/sp)n §(ayg§+ayy+a5§+5p+y£p)n
Yana =2 t '

_ (75+5)(aya§+ay,u+a5§+6p+ygp)n 7ﬂ(aysf+ayy+a5§+5p+y£p)n
y4n+2 _t X—l !

(res+o&+yu)arerayurade+dp+yep) |, p(re+d) ayeé+ayu+adé+dp+yep)"
X
y4n+3 0 y 1 !
y _ y(ay£§+ay/.t+a5§+5p+;/.:‘p)n+1
an+a = Yo

b
e(apes+apradé+dp+yep)" ,u(uz;/é:.§+uz;/,u-*—}/‘sp)(uz;/g.§+uz;/,u-*—0:5§+z)‘p+;/5p)nf1
Zinn =1 X J

7 _ X(s§+,u)(a7€§+a7y+a(5§+§p+7gp)n sp(ayg§+a7y+a5§+(5p+ysp)n

4n+2 — N0 -1 '
a£§+ay+5p)(ay£§+a;/y+a5§+5p+y£p)n
4n+3 yO !
7 . Z(ayg§+ay/1+;/gp)(a75§+a7y+a5§+§p+ysp)nt5(a5§+ay+gp)(ayg§+a7ﬂ+a5§+5p+ygp)n
anvs = 4o 1
ve
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(4.47)

(4.48)

(4.49)



t _ X§(aya§+ayg+a5§+5p+ysp)n p(;/g+5)(a¢f+p)(a;/£§+a7y+a5§+5p+ygp)”,
4n+l — M0 y,

y a§+p ay£§+ay;z+a6§+5p+ysp)
4n+2 0
(4.50)
t —7 (a§+p)(a}/£§+a;//1+aé'§+5p+;/5p)"t6(a§+p)(ay£§+ay;z+aé’§+b‘p+}/§p)n,

4n+3 — <0 -1

_ (ys+5)(a§+p)(ayg§+ayy+a5§+5p+ygp)n yy(a§+p)(ayg§+ayy+a§§+6p+ygp)"
t4n+4 - tO X71 .

Durum 6=0. Bu durumda i€{0,1,2,3} icin (ay.i),. + (Zawi)e .+ (Sacai)e, Ve
(&4esi )., dizilerinin 6 =0 sart: altinda

Uy, = (apel +ayu+ Peé+ Pu+yep)u,, nell, (4.51)

bagintisini sagladigi agikea goriiliir. 6 =0 sartiyla birlikte i €{0,1,2,3} icin (a,,;)

ke,o,

(Zaei o, (Eaci e, V€ (Saii )y, dizilerinin ilk terimleri

a=a, o,=ya+pf, o,=ays+ps, o, =ayeé+ pe& +ayu+ Pu,
W=V Vo =VE Vs = VES + Y, Va4 = OyES +ayu+ yep, (4.52)
g=¢& &=+u s&=ass+autsp, ¢€,=ayeé+ayu+yep+ e+ pu,
G=¢6 &=ac+p, G=ays+yp+fS, & =ayres+yep+ Pec,
olmak tizere, (4.51) *den k [1 , i¢in
Olyens = ot (@yel + oy + e + Pu+yep).
Olyers =y + B)(ayeé + ayu+ s + Bu+yep)" (453)
s = & (ay + B) (ayeé + apu+ Pec + fu+yep) '
Qura = (el + P& + ayu+ u)(ayeé +ayu+ fet + Pu+yep)’
Vaen =7 (ayeé +ayu+ ei + Pu+ysp)
Vacrs = 7 (@yel + oy + Bt + Bu+yep)”, (454)
Vacrs = (76 + 1) (aysé +ayu+ Beé + B+ yep)", '
Vacrs = (@yeé + oy + yep) (ayeé + ayu + peé + fu+ yep)'
Enn = € (ayes +ayu+ Pe& + Pu+ 7gp)k ,
Eners = (8 + 1) (ave +ayu+ Peé + Bu+yep)", (4.55)
Eners = (0l +au+ ep)(ayeé +ayu+ feé + Pu+ yep) | '
Enera = (el +ayu+ e + Pu+yep)

ve
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Enen =& (ol +ayu+ Bt + Pu+yep)",

Sueo = (@& + p)(ayes +ayu+ Peé + Pu+yep)
Eaes = (¥ +yp + BE ) (ayel + ayu+ P& + Pu+yep)
Sara = (Y + 10+ BE) (ayel + ayu+ fed + P+ yep)

k
)

(4.56)

k
1

k
bulunur. §=0 sartiyla birlikte (4.27) ‘de 1€{0,1,2,3} icin (By,i),. + (Fuci)

kel !

(#4121 ). V€ (Pasi ), in rekiirans bagintilari ve (4.53)-(4.56) *daki ¢6zumlerden,
kel, icin

Baen = Bayeé + o+ Peé + u) (ot +ayu+ Bei + fu+yep)
B2 =0,

Bucis = 1 (ay + B)(areé +apu+ fe& + Pu+ yep)
Bues = €p(ay + B)(ayss +ayu+ e + Pu+yep)

g (4.57)
k

Opn =0,

k

Ouera = yH\QYES + yu + PES + P+ yep
iz =74 ) X (4.58)

Ouss = 18P (ayel +ayu+ Be& + Pu+ yep)
k
Sures = B(re& + yu)(ayes + ayu+ P& + u+ yep)
k
M = 1 (yel +ayu+ Beé + Pu+yep)
k
Ha,r = Ep(ayel +ayu+ Beé + Pu+yep)

k (4.59)
Hyrs = B(EE+ u)(ayel + ayu+ P&+ Pu+yep)
Hayia =0
ve
Pacs = e (¥ + 1o+ PE) (ayel +apu+ Pe& + Pu+ yep)",
Paa = BE (aret +ayu+ P + pu+yep) (4.60)

Pak+z = 0,
Paea = H(@VE + yp+ PE) (ayes +ayu+ Pe& + Pu+ yep)'

elde edilir. Bu durumda 6 =0 iken (4.28)-(4.31) ‘de (4.53)-(4.60) kullanilirsa, sistem

(4.1) ‘in iyi taniml1 ¢dziimleri n e , i¢in asagidaki gibi elde edilir:
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_ alayesraps pes+putyep)  Playesvayut Pei+pu) areé+ayut fet+ futyep)"
X1 = Yo Z ,

X _ Z(a7+ﬂ’)(a78§+a7ﬂ+ﬂ€§+ﬁy+75p)"

4n+2 — <0 ! (4 61)
_ yelar+B)aret+ayu+ Peé+ Bu+yep) |, uay+B) ayeé+ayu+ Bet+ Bu+yep)”
Xaniz =1 X5y '
X _ X(ayﬂé+ﬂ6§+0!7/4+ﬁ'#)(a7£§+aw+ﬂ£§+ﬂﬂ+7€p)” ep(ay+p)(ayeé+ayu+ Bet+Pu+yep)”
4n+4 — N0 y,l '
y _ Z7(a76§+am+ﬁ8§+ﬁ#+%p)"
4n+l T <0 '

_ yre(aresrapu+pet+Buysp)” | yu(ayeé-rayu+ Peé+pu+yep)
y4n+2 - t0 X

- o (4.62)
_ X(;/£§+7/1)(a78§+a7ﬂ+ﬂ£§+ﬂﬂ+7/sp) rep(aye +ayp+ fes+Pu+yep)
Yanis = Xo Y, )

_ (a76¢f+a7/t+7£p)(a76§+a7ﬂ+ﬁ8§+ﬁ#+78p)"Z/)’(766+7/¢)(a7£§+am+ﬁ85+ﬂ/4+7£p)"

y4n+4 - yO —1 ’
7 - ts(ay5§+a;/,u+ﬁg§+ﬁ/z+ygp)n Xy(ayg§+a}/,u+ﬁg§+ﬂ/z+ygp)n

4n+l T M0 = )
7 _ J(e&+u)aysEraput Pei+fu+yep) | ep(aret o+ Pet+Putyep)

4n+2 — XO y—l 1 (4 63)
7 _ (aa'§+ay+gp)(ayg§+ayy+/J’5§+ﬂﬂ+7gp)n Z/)’(£§+y)(a7.9§+ayy+ﬁ’g§+ﬂ,u+75p)n

a3 = Yo ) ,
7 _ Z(ay8§+a7ﬂ+ﬁeé+ﬂﬂ+76p)m

4n+4 — <0 ’

ve

t = E(ayel+apu+Pet+Buysp) | ap(ayé+yp+BE) ayeé vapu+Peé+Pu+yep)

ans1 = Xo Y
t _ (a§+p)(a7£§+ayﬂ+ﬂE§+ﬂﬂ+7Ep)”Zﬂi(awﬁmﬂ#ﬂs&ﬁwwp)”

ans2 = Yo -1 (4 64)
t _ Z(0‘75+7P+ﬁ§)(0!}’€§+0!}’#+,35§+ﬁ#+75p)n

4n+3 — 40 )
t _ t8(a%f+7p+/3§)(a7€§+aw+ﬂ€§+/3ﬂ+7€p)n Xﬂ(a7§+7p+ﬁ§)(a76§+a7/t+ﬂ£§+ﬂﬂ+7€p)"

4n+d Y0 =) .

Durum x=0. Bu durumda i€{0,1,2,3} icin (... » (Zaci)ee + (€aai) V€

(Easi ). dizilerinin =0 sart: altinda

U,., = (ayeé +adé + e+ op+yep)u,, nell, (4.65)
bagntisim sagladig1 agikea goriiliir. 4 =0 sartiyla birlikte i €{0,1,2,3} icin (a,.;),_

s (Vaei e+ (asi e, V€ (Epsi ), dizilerinin ilk terimleri

a=a, o,=ya+pf, a;=ays+pPs+ad, a,=ayes+ Peé+ads,

KW=V V2 =YEFO, Y3 =yes 06, V4 = OYES + 005 + yep + op, (4.66)
g=¢& & =&, & =ags+égp, &, = ayes +yep + Peé, '

&=¢6 &G=al+p, S =ari+yp+ S, & =ayeS+yep+ el +ads +op,
olmak tizere ve (4.65) ‘ten k [] , i¢in
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Gy = 0 (yel + a6 + Pof +3p+yep)
Ay = (a7 + B)(ayeé + adé + Pe& +5p + yep)
Az = (aye + Pe+ad ) (ayeé + adé + e +8p + yep)

Oyers =& (aye + Pe+ad ) (ayeé +adé + Pfe& +p +yep)

k
v (4.67)
k
Vaen =7 (el +aSE + Pet +5p+ yep)',
Varso = (76 +6)(ayeé + adé + e +p + yep)
Vas =& (76 +6)(ayel +adé + fe + op + yep)
Vaxsa = (aveE +ayS + yep + 8p ) (ayeé +adé + P& + 5p + yep)

B} (4.68)
En = € (apel + a6 + Pe& + 5p + ygp)k :
Egrr = 86yl + a6 + fe& + Sp + yep)
Eues = E(aE + p)(ayeé +adE + Pe& + Sp + yep)
Egera = E(QVE + 1o+ PE) (el +adE + & + 5p + yep)

k
)

(4.69)

k
)

k
ve

Saen = & (el +adé + Pe& + dp + 7/€p)k :
Saks2 = (0‘5 + P)(“75§ +adé + Pe& +op + ygp)
Enern = (¥E +yp+ BE) (ayeé +adé + Pe +p + yep)

K+

Enea = (rel +ad + pei+ p+yep) ",

k
)

(4.70)

k
'

bulunur. =0 sartiyla birlikte (4.27) ‘de 1€{0,1,2,3} icin (B, )keLO, (54k+i)keD0'
(#4121 ) V€ (Parei),.,  ‘nin rekiirans bagintilart ve (4.67)-(4.70) ’teki ¢ozimlerden,
kel , igin

Buc = BE (aye + Pe+ad ) (ayeé + adé + fe& +p + ygp)k—l |

Buc.o = a (ayeé +adé + P&+ op + 7gp)k , 4.71)

:B4k+3 =0,

Bua = paye + P +ad)(aye + adé + P&+ 6p + 7gp)k :

Oy = O (aysé +adé + Bes+dp+yep)
=0

4k+2 '

wia = P(re+8)(ayed +adé + g +dp + yep)
Ouers = PE(ye +6) (ayel +adé + pet + 5p+yep)

&7

k (4.72)

&7

65



Haya =0,
Har = Ep(ayes +adé + fel +p+ yep)

k
1

‘ (4.73)
Hakss = ﬂgf(aj/gg +a08 + g +op + 7‘9,0) ,
Haa = 0 (0 + p) (e + adé + fe + p+ yep)'
ve
P = P@yes +adé+ Bei +3p+yep)
Pz = BE(ayel +adé + Beé +5p+yep)' (4.74)

Pucs = 6 (& + p)(ayst +ade + Pe& +p+yep)’,
Paksa =0

yazilabilir. Bu durumda x =0 iken (4.28)-(4.31) ‘de (4.67)-(4.74) kullanilirsa, sistem

(4.1) ‘in iyi tanimh ¢dziimleri n e (] , i¢in asagidaki gibi elde edilir:

X _ yalayegradss+ pec+dp+yep)” Z,Bé(a75+ﬂ5+a§)(ay§§+a6§+ﬁ£§+5p+ygp)n4
4n+l T yO -1 '
X _ Z(ay+,8)(ayg§+a§§+ﬂg§+5p+ygp)ntad(ayg§+aé'§+ﬁg§+é‘p+7sp)"
4n+2 — <0 -1 !
(4.75)
_ t(a75+ﬂ5+a5)(ayg§+a§§+ﬁ5§+6p+ygp)n
X4n+3 ) !
_ Jé(aretperad)(ayecrasi+pec+op+yep) | plave+Pe+ad)ayeé+adé+pei+dp+yep)
X4n+4 > XO y—l '
_ Zy(ayg§+a5§+ﬂs§+5p+ygp)"t5(ayg§+a5§+ﬂg§+5p+ygp)"
y4n+l - %0 -1 !
_ t(}/6+5)(a75§+a5§+ﬁ£§+6p+ygp)n
y4n+2 — ' ! (4 76)
_Xé(yg+5)(ayg§+a§§+ﬂg§+5p+ygp)n p(re+6)ayeE+adé+Pes+dp+yep)"
Yinis = %o Y ;
_ (ays§+ay6+;/gp+5p)(ays§+a6§+ﬂs§+5p+7gp)n Zﬂg(yg+5)(a;fe§+a5§+ﬂs§+6p+ygp)"
y4n+4 - yO -1 ’
7 _ ta(ay£§+a5§+ﬂg§+5p+ygp)"
4n+1 T M0 !
7 _ XE§(ay£§+a5§+ﬂ5§+§p+ygp)n 5p(ay£§+a§§+ﬂ5§+§p+ygp)n
4n+2 — M0 y,]_ ! (4 77)
7 _\yelagp)(apesrade+Pec+dptyep)” Zﬂsf(ays§+a5§+ﬂg§+5p+yep)n
4n+3 T yO -1 !
_ s(a7§+yp+ﬁ§)(ayg§+a5§+ﬂs§+5p+ygp)n 6a(aé+p)(ays§+a5§+ﬂs§+5p+yep)"
Z4n+4 - Z0 tfl )
ve
t _Xf(ays§+a5§+ﬁs§+5p+ygp)n playeE+ade+pes+sp+yep)"
4n+l — 0 y—l
t _ (a§+p)(a}/g§+a§§+ﬂ£§+5p+7£p)n Zﬂf(ayg§+a(5§+ﬁs§+§p+ygp)n
4n+2 yO -1
(4.78)
t _ Z(ay§+yp+ﬂ§)(a7£§+a5§+ﬂ£§+5p+ygp)nt5(a§+p)(a}/g§+a§§+ﬂ£§+§p+7gp)n
4n+3 — <0 -1 '
t _ t(ay£§+aé‘§+ﬁ5§+é‘p+ysp)"ﬂ
4n+4 — 0
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Durum p=0. Bu durumda i€{0,1,2,3} igin (u.i). » (Zawi)o + (Eai)e V€
(&aei ), dizilerinin p =0 sart1 altinda

Uy, = (apeé +ayu+adé + e + Pu)u,, nell, (4.79)

bagmtisim sagladig agikea goriiliir. p =0 sartiyla birlikte i €{0,1,2,3} icin ()

kell o

v (Parsi e g (g4k+i)k€‘o Ve (Eysi )keHO dizilerinin ilk terimleri

a=a, o,=ya+f, a;=ayc+pPc+ad, a,=oayeé+ Peé+adé+oyu+ pu,
WEV V2 =YEFO, Y3 =yeS+OC = ayes +ads +ayu,

G=e e=cf c-asfran  c-ambramifeiifu
=& &G=al, G =apt+pE &, = ayel + Pet +ade,
olmak izere ve (4.79) ‘dan k 1, i¢in
Gy = (@yel +apu+alE + Pei + Pu)’
Gy = (@ + B)(@res +apu+ads + Be& + pu)" wsn)
Uyss = (are + Be +ad)(ayeé + ayu+adé + fe& +ﬂ,u)k , .
Oyers = (ayel + ayu+ ade + pec + pu) ",
Vaen = 7 (el + ayp+adé + feé + Pu)",
Vicss = (78 +8)(ayel + ayu+ adé + pec + pu)’, w82
Vs = (76E + 8 + yut) (yel +ayu + adé + pec + pu)*
Veoa = 0 (765 + 82+ yu) (el + ayu + adE + Peg + u)",
Eun = (apel +apu+adé+ fet+ pu)"
Ear = (88 + ) (ayeé + ayu+adé + Pei + Pu)’ ws3)
Epera = (€ + ) (ayel + ayu + adE + Pt + Pu)", '
Eners = (ye +ayu+ et + Pu) (areé + ayu+adé + feé + u)
ve
Suca =& (ares + apu+ads + fes + fu)
Eneen = & (el + apu+adé + Peé + Pu)", @)

Eun = E(ay + B)(yel +ayu+adé + Pei + pu)’
Enra =& (are + Be+ad)(ayeé + ayu+adé + Pe& +,B/,t)k
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bulunur. p=0 sartiyla birlikte (4.27) ‘de 1€{0,1,2,3} igin (B,.i),. . (54k+i)ke\\0’
(#4:i)oe. V& (Pasi),.. ‘min rekiirans bagintilari ve (4.81)-(4.84) ¢oziimlerinden,
kel , igin

Bun = Bayeé +ayu+adé + pet + pu)’

Bucr = a8 (ayel + ayu + adé + Peg + )", (4.85)
Buca = 1 (ay + B)(aye + apu+ade + Peé + Pu)",
:B4k+4 =0,

Opern = 08 (el + 05 + yut) (el + oy + aSE + Peé + pu)
Operr = vt @yeé + ayu + @S + Peé+ Pu)’

. - (4.86)
Sues = B (786 +0& + yu) (ayeé + ayp + adE + P& + Pu)"
M = 1(aye +ayu+ Pe& + Pu)(ayeé +apu+adé + et + fu)
Hayiz =0,
Y (4.87)
Mz = PB(EE + p) (ayeé +ayu+adé + fs + pu)
Haers = 08 (86 + 1) (aysé + apu+ ad& + Peé + Pu)’
ve
Paa =0,
Pucra = PE(ayeé +ayu+ade + Ps& + )",

X (4.88)
Pars = 00& (el +ayu+ads + Pe& + pu)

Paea = HE (ay + B)(aye + ayu+ade + Pt + fu)"

yazilabilir. Bu durumda p =0 iken (4.28)-(4.31) ‘de (4.81)-(4.88) kullanilirsa, sistem

(4.1) ‘in iyi tanimh ¢oziimleri n e[ , i¢in asagidaki gibi elde edilir:

X _ a(a7£§+a7y+a§§+ﬂ€§+ﬁy)n Zﬂ(ayg§+a7y+ab‘§+ﬂg§+ﬂy)"

4n+1 — J0 -1 )
X _ Z(a7+ﬂ)(a}/5§+a}/ﬂ+a5§+ﬁe§+ﬂy)ntaﬁ(ay£§+a7/t+a5§+ﬁ£§+ﬂy)n

4n+2 — “0 -1 ’ (4 89)
X . t(a75+ﬂg+ab‘)(ayg§+ayy+ab‘§+ﬂs§+ﬁy)" X/l(ay+ﬂ)(ayg§+ay;z+ab‘§+ﬂg§+ﬁy)"

4n+3 = Lo 1 '

_ JlarsEraprase+ pes+pu)™t

Xinea = Xo '
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y _ Zy(ayggmy;zm&gmggmﬂ)”ta&(yg§+5e;+yy)(ayggmyﬂmcs;wgg+ﬂy)”’1
an+1 — 4o

—1 1

t(}/g+5)(a75§+a7//+a5§+ﬂ£§+ﬂﬂ) Xﬂt(aya§+a7y+a5§+ﬂ£§+ﬂy)"
y4n+2 0 -1 !
(4.90)
X(785+b§+7/4)(a78§+aw+a5§+ﬂa§+ﬂu)
y4n+3 0 ’

yg§+6§+yy)(ay£§+ayy+a5§+ﬂs§+ﬁy) Zﬂ(ysé+6§+yy)(ayg§+ayy+a§.§+ﬂg§+ﬂy)n
Yania = yo =) )

N t5(ay5§+a;/,u+a§§+ﬂ5§+ﬂ,u)n X/z(ozygf-*—ozy/z+,B&§+,B,u)(0:;/g§+0:;//1-*—055§+,B&§+,B,u)m1

Zinn =1 1 '
7 — X(()€§+y)(ay£§+a}//_l+a§§+ﬂ£§+ﬂy)n
nez n (4.91)
£§+,u a75§+a7/1+a5§+/>’5§+,8/1) Z/i'(5§+,u)(ay£§+ay,u+a5§+ﬂ£§+ﬁﬂ)
4n+3 yO -1 !
7 _ Z(ayg§+a;/,u+ﬁ'£§+ﬁ,u)(ay5§+ayy+a6§+ﬁ£§+ﬁy)nta5(5§+,u)(ays§+a7y+a5§+ﬁs§+ﬁy)n
4n+4 T 20 —1 ’
ve
t = ySlarssramrads+ fei+ fu)’
4n+l = N0 ’
aé ayg§+ay,u+a5§+ﬂg§+ﬁ,u) Zﬁg(ayg§+a7y+aé‘§+ﬂg§+ﬂy)"
4n+2 yO -1 ! (4 92)
t _ Zé"(ay+ﬂ)(aya§+a}/ﬂ+a5§+ﬁ£§+ﬁ’y)ntaﬁf(aya’§+ayﬂ+a5§+/35'§+/3y)n
4n+3 — <0 -1 )
t _ té(ays+ﬁg+a5)(ay5§+a}/,u+a§§+ﬁ’5§+ﬂ,u)" Xyé(ay+ﬁ)(a75§+ay/1+a5§+,8&§+ﬁ/1)"
4n+4 — 0 — !
Durum Séup #0.
—(ayeé +ayu+adé + P& + Pu+Sp+ yep)u,,, + Boupu, =0, nell, (4.93)
denklemi, ikinci mertebeden lineer fark denklemidir ve karakteristik polinomu,
P(A)=2% —(apeé + ayu+adE + Pe& + Pu+Sp+ yep) A+ Soup (4.94)

seklindedir. Eger (ayes +ayu+adé + P&+ fu+dp + ygp)2 #46up ise c, ve c,
sabitler olmak tzere denklem (4.93) “iin ¢6ziimii

u,=cA +Cc,A4 , nell, (4.95)
seklindedir. Burada 4 ve A, Kkarakteristik polinomun kokleridir. Eger
(ayg§+ayu+a5§+ﬂg§+ﬂy+5p+;/gp)2 =4poup ise c, ve ¢, sabit olmak Uzere
denklem (4.93) ‘lin ¢6ziimii ise

u, =(c;n+¢,) 4", nell, (4.96)
oldugu kolayca goriilebilir. Ote yandan ie{L,2,3,4} icin o, B, v, 8., &, i, & Ve

£, ‘nin
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o =a, a,=ya+pf, a;=aye+Pe+ad, a,=ayrsé+ Peé+ads+ayu+ Pu,
W=V V2 TVETO, Yy =reSHOS U, Y, = ayes +ads +ayu+ yep +op,
g=¢& &=+u s=asstaut+ep, &,=ayeé+ayu+yep+ P&+ Pu,
G=¢ &=al+p, S=ayg+yp+fS, & =ayed+yep + feg+ads +op,

(4.97)

degerleri goz oniine alinir ve sonrasinda bazi hesaplamalarla k (1 i¢in
" (ot + Bep) ' —(al, + Bep) A,
4k+1 Al _12
((ar+B) 4 —pBop) A -
A -

—

(ay +B) A, - Bop) A

Cpysn =

(4.98)

k+1

i

/filkJrl_
A=y

(=) AT (o yep— o) A
4k+4 /11 /12 '

(A —dp—yep) A —(Sp+rep—2,) Ay
=2 ’
(ot + Bep) A —(ad, + Bep) Ay
A | (4.99)
((ar+B) 4 —Bop) A —((ar +B) 4 — Bop) 2

’\}_,

Ayers =(ye+ Pe+ad)

ﬂ4k+l =p

ﬂ4k+2 =06

Puis = H

Biia = p(ayg + e +a5)

_ (At BOE) I —(rA, + BOE) 25

Va1 = ,
/11_}*2

((re+6) A= Bou) A —((re+6) A, — Pu) 2

Vake2 = ,
/11_}*2
ﬂ1k+1 _ﬂé(+1 |
A=

y :(/11—,B,U—,Bef)ﬂlk*l—(ﬂy+ﬁg§—iz)12k*l
4k+4 ﬂl_ﬂz ,

(4.100)
Vakss = (755"‘55"'%“)
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54k+1

é‘4k+4

Epn =

Eaks3

Epkra =

Haiz

§4k +1 7

§4k+3

§4k+4

ve

!
Opsr = M

Oprz =P

A= Bu—Bed) A —(Bu+ Pss —2) 4
h=4 ’

(A + BSE) 2y’ = (1A + BOE) 2

A4 |

((re+08) A4 — Bou) A —((re +8) A, — Pou) A |

/11_12

=B+t r) "t

A4

(ed +aou) A —(eh, +adu) A,

Eaken =

=(aeé+au+ep)

Hyn = H
Haiz = P
=p

Hagea =

=2
(&8 +p) 2 = Sup) A =((£€ + 1) A, = Sup) 2
21_&2 ’
/fllk+l Azlull
=4
(4 —p—adE) A - (5p+a5§—ﬂz)ﬂzk+l

2

(h=dp—ade) ' ~(9p+ads )2
A= |
(ed +adu) A —(&h, + adu) A
A= ’

._>~>

A=%
ﬂlkﬂ—ﬂ.zkﬂ,
A=4

(EA+ yup) A —(ERy + yup) A

S(aeé+au+ep)

§4k+2 =

h=%

((a&+p) 4= Bup) A —((a& + p) 4 — Bup) A3

A-4

(a7§+7p+ﬂ§)j“ 12
(A = Bu—ayu) A —(Bu+ayu—2,) 2"
s ,

.}J
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(5 + ) =dup) A ~((e6 + 1) 2y =~ Sup) 25

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)



P :p(%—ﬂﬂ—“%u)/ﬁk—(,Bu+a7u—12)/12k
4k+1 21_12 ,
P :ﬂ(fﬂﬁﬂlp)ﬂf — (&4 +mp) A
4k+2 ﬂl—ﬂz ,
_ ((0!5+p)/11 _ﬁﬂp)ﬂlk —((0554‘,0)12 —ﬂ,up)/lz"
Pars =0 '
A=A
_ Alk-#l_izk-*-l
Pucea ﬂ(a7§+7p+ﬂ§)—ﬂ1_ﬂ? :

elde edilir. (4.98)-(4.105) ‘i (4.28)-(4.31) ‘de yerlerine yazilirsa,

(ayel +ayu+adé + P& + Pu+dp+ ;/g,o)2 #4Loup icin sistem (4.1)

nell, icin asagidaki gibi elde edilir:

(aty+Bep) U~ +Bep) 2y ﬂ(ﬂl—&)—w)ﬂf—(5P+7€P—ﬂz)ﬂz“
) )
4n+l yO Z71 1
((ar+8)=op) Al ~(ar+B)a=Po0)23  (ady+Pep)il g+ fep)
n+ = !
(ay£+ﬂ£+a§\ﬂin/: jfu p((aﬁﬂ)ﬂiiﬂé‘p)ii: 2(20(7+,3 ﬂé‘p)ﬂzn
X4n+3 tO Xfl '
(j/l_é‘p_}/gp)j/ln:_(;:‘p*—ygp_lz)Z;A p(a}’6+ﬂ€+a§)/ﬁnzijf+l
X4n+4 = XO B y— - 1
(Fa+BOEVA (YA + P5E) 2 5(%—&!—&6)4{1—(ﬂﬂ+ﬁ8§—ﬂg)42"
_ ML= M=%
y4n+1 - ZO tfl 1
((re+8)u=Ba) A ~((re+6)a=Bu)23  (yag+BSE) I (v +BSE) 2]
_t Wty X =ty
y4n+2 -0 -1 ’
(7s§+5§+yﬂ)j§j:gﬂ P((ygﬂsﬂrﬁ b")ﬂi ((r+6) 2= pu) 23
Yanis = %o Y )
— Bu— n+l_ _ n+l n+l_ on+l
(fa=p ﬂaé)ﬂalr(ﬂfmﬂsf A e 5§+7ﬂ)zlﬂrjj
Yania = Yo Z, )
(eh+adu) A —(edg+adu)ly — (A—0p—adé )i —(Sp+adé—Ay) A3
_ PR “ P
Zinn =1 X4 d
(6 +u)u—dup) 24’ (6 +1) A0 ~Sup) 2 (ehy+adu) A ~(eh+adu) A3
P v, Wty
Zyns2 = %o -1 '
(as§+aﬂ+sp)jinz:jfﬂ ﬁ'((ggﬂl A bﬂp) i ((gfﬂl Ve~ &lp)ﬂz
4n+3 yO Zfl '
(a=8p-ad8) 2" ~(p+ads—2p) 25 5(aa¢f+aﬂ+gp)ﬂlﬂﬂi%ﬁ1
Zynia = L i t, e )
ve
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(4.105)

Poup =0 ve

‘in ¢oziimleri

(4.106)

(4.107)

(4.108)



— M=% =2
4n+l XO y—l

((as+p)=Bup)a (a6 +p) o ~Bup) 2

(Sa+rmp) A ~( o +1up) 23 p(ﬂrﬂ/t—aw)ﬂq"—(ﬁ#my/t—ﬂq)ﬂf?

(Sa+ymp) A ~(Eo+mup) 2y

B
o A~
Lini2 = Yo Z,

\41"“ g ((a¢+p )a—Bup) A ~((aé+p) Ay —Bup) 23

:Z(a7§+yp+ﬂ§ i, t Py
4n+3 0 -1

g n+l _ n+l
(a=Pu "}’”)ﬂiﬁl_(ﬂfﬂmm f2)la u(ayé+yp+pE)
=1, X4

t
ﬂln+1 _ )Lzml

t

An+4

Wk

Eger (ayeé +ay+adé + Peé + Bu+5p+yep)” = 4Boup

ayeé +ayu+ads + P& + Pu+op + yep
hy=1y = !

G, = a+— k+a]ﬂ1

Opi2 = ( ay+ - k+0£]/+,3}ﬂi
(ayg+ﬂg+a5)(k+1)ﬂ,lk,

A3 =

Cyers = ((1 - Vil ] (k+1) +1J Al
Bua = [ }/6;1 k +1j21
B = 5[(0‘ +%jk +aj/11",

ou

Bues = ((ayu+ Bu— 2k +ayu+ Bu) A,
Buca = p(aye + Be+ad)(k+1) A,

Vaksa = [ 7+§%]k+7]&k1
E

|
E

ye+0 — jk+yg+5]ﬂl

Vaks2 = {

Vs = §+5§+ﬂt)(k+1)ﬂf,
568/11 k+1

74k+4[ 5 ﬂpj(k+1)+1j,11
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(4.100)

ise

(4.110)

(4.111)

(4.112)



Opens = 5([1—ﬁ_%}<+1}ﬂlk’
op Oup

Operz = /J((?’ + ﬂ} K+ yJﬂf, (4.113)
HP

Surs = (780 + I =24 )k + yep +p ) A,
54k+4 :ﬂ(785+5§+7ﬂ)(k+1)21k’

a1 = ((5+ﬁ—ﬁjk+g]ﬂl
Epkr2 =[£8§+,u—%jk+g§+ﬂj&k,
Cakes = (a€§+aﬂ+€p)(k +1)21k,

Eaka = ((]—_%—%j(k +l)+1jﬂlk+1,

A abh K
S T PR PTY
Haa ﬂ(( Pu ﬂﬂp] " jﬂl

Hppon = p((s+%jk+g] A5, (4.115)
bp

Haers = ((BEE+ Pru— 2 ) K+ Be& + Bu) Ay,
Hara = 6 (a8E +ap+ep)(k+1) A,

54“1:([&?1}“5}%,

Saksr = [a.§+p—— k"'aé:"'pjﬂq
Ens = (¥ +yp+ BE) (k+1) A/,

ﬂl a721 k+1
Sakes = (( 5 Bop k+1)+1)11 )

(4.114)

(4.116)

ve
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_ ol K
p4k+l_p[[1 S ﬂé’p}k—i_ljﬂl’
_ 7 k
P2 —ﬂ([ﬂwjk%}%, (4.117)
Pas = ((a0& +3p— 2 ) K+ adE +6p) A,
Pacea = (ays +yp+ PE)(k+1) A,

olup benzer sekilde (4.110)-(4.117) ‘yi (4.28)-(4.31) ‘de yerlerine yazilirsa Soup # 0

ve (ayg§ + oy +adé + Pe& + Pu+op + ;/g,o)2 =40up icin sistem (4.1) ‘in ¢oziimleri

nell, icin asagidaki gibi elde edilir:

+4  nra |an _Au_reh n
X, s yg[ 6#]'” ]4“ S l[(l pu ﬁsﬂ)”ﬂ]“
n+ _ )
(s s 2l
Xans2 = £ 1 , (4.118)
X4 = téa}/g+ﬂg+a5)(n+1)ﬂin X((la;//lJrﬂ/.t—ﬂi)nJraprrﬂy)ﬂl"
n+ _ ,
1 (n+1)+1 |4 R}
_ B Bou playe+pe+ad)(n+l) 4
Xanea = X Y ;
(reseer i o[- o
Y =4 1 1
t[(}/&+5—%jn+y£+5]ﬂl ﬂ[[ %JHJF}/]/IF
y4n+2 = X—l '
y X(ysé+5§+w )(n+1) 4 y( 7Ep+p—Ay )N+ yep+Ep) A
4n+3 T 1 ’
A 541]
[(l—\——\— (n+ )+l]ﬂ1 "
— dp oup PB(rec+o&+yu)(n+1) 4
y4n+4 - yO Z—f )( ) '
(4.119)
ay " A aalj ]
Zyy = tg(H Pr jnﬂjﬂi Xﬂl([l Pu Pup L
n+. — 3
Ry
Zanvz = %o Ya ’ (4.120)
Zyois yoag§+ay+gp)(n+l)ﬂ,1” Z((l,b’e§+,b’y—ﬂi)n+ﬂg§+ﬁy)ﬂln
n+ _ )
_i_% n+l
7 _ Z[[l Pu ﬁﬂpj(n+1)+1]ﬂl té‘(zxg§+ay+£p)(n+l)ﬂln
4n+4 — <0 —1 Il
ve
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[[ﬁmjn*fjﬂf P[(lfif%Jnﬂ]ﬂf
_ po Sp Pop
t4n-¢-l - XO y—l '

e e
fave =6 o | (4.121)
t — glarstw+ps )(”+1)21”t((a5§+5p%)n+a5§+5p)&"
4n+3 — <0 —1 y

_i_% n+l

t = t{(l o ij("*l)*l]ji bz p)nat) ]
4n+4 — 0 =) .

Boylece ispat tamamlanmis olur m.

Sonu¢ 4.1. &,B.,r,0,e, 44,5 ve p parametreleri tamsayr ve 1€{0,1} igin
X, Y, 2;,t, €l \{0} baslangic kosullar1 olmak iizere {(Xn, Y., Z,,t, )}n}l, sistem (4.1)
‘in iyi tanimli bir ¢6zimi olsun. O zaman asagidaki durumlar saglanir.

i) Eger #=0 ise 0 zaman sistem (4.1) ‘in genel ¢dziimii (4.47)-(4.50) “dir.

ii) Eger 6 =0 ise 0 zaman sistem (4.1) ‘in genel ¢oziimii (4.61)-(4.64) “tiir.

iii) Eger 4 =0 ise 0 zaman sistem (4.1) ‘in genel ¢oziimii (4.75)-(4.78) “dir.

iv) Eger p=0 ise 0 zaman sistem (4.1) ‘in genel ¢dziimii (4.89)-(4.92) “dir.

v) Eger Boup 0 ve (ayeé +ayu+adé + P& + fu+p + }/Sp)z # 485up ise 0 zaman
sistem (4.1) ‘in genel ¢6ziimii (4.106)-(4.109) “dur.

vi) Eger Soup #0 ve (aye +ayu+adé + feé + fu+p + 75,0)2 =4B5up ise 0 zaman
sistem (4.1) ‘in genel ¢6ziimii (4.118)-(4.121) “dir.
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BOLUM5

5.1. Numerik Ornekler

Bu béliimde, iiciincli boliimde calisilan fark denklemi i¢in niimerik uygulamalar

verilmistir.

Ornek 5.1: Asagida, Teorem 3.2.’nin @ Onciliiniin bir uygulamasi olarak (3.32)
denkleminin a=-1.03, b=-3.7, ¢=1.077, d =0.7, e=4, f =-1.6 parametreleri
icin x,=-143, x,=-017, x,=1.04, y,=129, y,=064, y, =-0407, z,=2.5,
z,=1453, z,=-0.7 baslangic kosularina karsilik gelen ¢oziimiiniin grafigi

verilmistir.

X(n),y(n),z(n)

0 20 40 60 80 10C 12C  14C
n

— x(n) — y(n) z(n)

Sekil 5.1: Teorem 3.2’nin a onciiliinlin bir uygulamasi

Ornek 5.2: Asagida, Teorem 3.2.’nin b o6nciiliiniin bir uygulamasi olarak (3.32)
denkleminin a=-0.2, b=15, ¢=065, d=0013, e=-0.07, f=-38

parametreleri icin x,=-143, x,=-017, x,=104, y,=129, vy,=0.64,
y,=-0407, z,=25, z,=1453, z ,=-0.7 baslangic kosularma karsilik gelen

¢Oziimiiniin grafigi verilmistir.
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3x 1046
2x10%

1x10%
0

-1x10%
-2x10%
~3x10%
-4x10%

X(n),y(n),z(n)

0 50 100 15C 20C
n

— x(n) — y(n) — z(n)
Sekil 5.2: Teorem 3.2’ nin b 6nciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 5.3: Asagida, Teorem 3.2.’nin d onciiliiniin bir uygulamasi olarak (3.32)
denkleminin a=-0.25, b=125, ¢=-03, d=13, e=0.07, f=0.93
parametreleri icin x,=-143, x,=-017, x,=104, y,=129, y,=064,
y,=-0407, z,=25, z,=1453, z,=-0.7 baslangi¢ kosularina karsilik gelen

¢Oziimiiniin grafigi verilmistir.

T ——

0 20 40 60 80 10C
n

— x(n) — y(n) — z(n)

Sekil 5.3: Teorem 3.2.” nin d onciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 5.4: Asagida, Teorem 3.2.’nin € onciiliiniin bir uygulamasi olarak (3.32)
denkleminin a=-0.78, b=-05, c¢=-0.23, d=178, e=05, f=123
parametreleri icin x,=-143, x,=-017, x,=104, y,=129, vy,=064,
y,=-0407, z,=25, z,=1453, z,=-0.7 baslangic kosularina karsilik gelen

¢Oziimiinilin grafigi verilmistir.
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n

— x(n) — y(n) z(n)

Sekil 5.4: Teorem 3.2.” nin € onciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 5.5: Asagida, Teorem 3.3.’iin a oOnciiliiniin bir uygulamas: olarak (3.32)
denkleminin a=-0.25, b=25, ¢=-1, d=0.7, e=-1, f=-2.5 parametreleri
icin x,=-143, x,=-017, x,=1.04, y, =129, y, =064, y,=-0.407, z,=25,

z,=1453, z,=-0.7 baslangic kosularina karsilik gelen ¢oziimiiniin grafigi

verilmistir.

X(n),y(n), Z(n)

0 50 10C 150 20C
n

— x(n) — y(n) z(n)

Sekil 5.5: Teorem 3.3’ {in @ dnciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 5.6: Asagida, Teorem 3.3.°iin b o6nciiliiniin bir uygulamas: olarak (3.32)
denkleminin a=0.25, b=0.0035, c=-1, d =0.15, e=-1, f =-2.5 parametreleri
icin x,=-143, x,=-017, x,=1.04, y,=129, y,=064, y,=-0407, z ,=25,
z,=1453, z,=-0.7 baslangic kosularina karsilik gelen c¢oziimiiniin grafigi

verilmistir.
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0 50 100 15¢ 20C
n
— x(n) — y(M) — z(n)

Sekil 5.6: Teorem 3.3’ iin b Onciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 5.7: Asagida, Teorem 3.3.’{in C onciiliiniin bir uygulamasi olarak (3.32)
denkleminin a=0.4, b=06, c=-1, d=12, e=-1, f =0 parametreleri icin
X,=-26, Xx,=13, x,=12, y,=07, y,=-2, y,=-052, z,=-4, z,=-52,

2 — T

z_, =13 baslangi¢ kosularina karsilik gelen ¢6ziimiiniin grafigi verilmistir.

0 20 40 60 80 100
n

— x(n) — y(n) — z(n)

Sekil 5.7: Teorem 3.3.” iin C Onciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 5.8: Asagida, Teorem 3.3.%{in d onciiliiniin bir uygulamasi olarak (3.32)
denkleminin a=04, b=06, c¢=-1, d=3, e=-1, f=0 parametreleri icin
X,=078, x,=13, x,=12, y,=07,y,=-2, y,=-052, z,=-4, 7,=156,

3~

z, =3.9 baslangi¢ kosularina karsilik gelen ¢éziimiinilin grafigi verilmistir.
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Sekil 5.8: Teorem 3.3.” iin d Onciiliinlin bir uygulamast

Ornek 5.9: Asagida, Teorem 3.6.’min a onciiliiniin bir uygulamas1 olarak (3.32)

denkleminin a=-1, b=4, c=-1, d=0.1, e=-1, f=-2 parametreleri igin

X,=-26,x,=1,x,=12,y,=07,y,=-2,y,=-2,2,=-1,2,=25,72,=-3

baslangi¢ kosularina karsilik gelen ¢6ziimiiniin grafigi verilmistir.
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— x(n) — y() — z(n)

Sekil 5.9: Teorem 3.6’ nin a Onciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 5.10: Asagida, Teorem 3.6.’nin b Onciiliiniin bir uygulamasi olarak (3.32)
denkleminin a=-1, b=1, ¢c=-1, d=0.1, e=-1, f=-2 parametreleri icin
X;=-26, x,=1,x,=12,y,=07,y,=-2,y,=-2,2,=-1,72,=25,72,=-3

baslangic kosularia karsilik gelen ¢oziimiiniin grafigi verilmistir.
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Sekil 5.10: Teorem 3.6’ nin b Onciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 5.11: Asagida, Teorem 3.6.’nin C onciiliiniin bir uygulamas olarak (3.32)
denkleminin a=-1, b=1, c=-1, d =0, e=-1, f =2 parametreleri i¢cin x ,=2.5,
X,=1, x,=12,y,=-1,y,=24,y,=-25,172,=12,12,=25, 7z, =1 baslangig

kosularina karsilik gelen ¢oziimiiniin grafigi verilmistir.

X(M),y(n),z(n)
o = r‘\)

— x(n) — y(n) — z(n)

Sekil 5.11: Teorem 3.6’ nin C onciiliiniin bir uygulamasi

Ornek 5.12: Asagida, Teorem 3.6.’nin d oOnciiliiniin bir uygulamas1 olarak (3.32)
denkleminin a=-1, b=1.961877, ¢c=-1, d=0.1, e=-1, f=-2 parametreleri

icin x;=-26, x,=1, x,=12, y,=07, y,=-2, y,=-2, z,=-1, 7,=25,

z_, =3 baglangi¢ kosularina karsilik gelen ¢6ziimiiniin grafigi verilmistir.
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Sekil 5.12: Teorem 3.6’ nin d Onciliiniin bir uygulamast
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BOLUM 6
6.1. Sonug ve Oneriler
Bu ¢alismada;
a,b,c,d,e, f parametreleri ve ie{l,2,...k+I} igin x_,y .,z baslangic kosullari reel

sayilar olmak iizere

_ Xn—k yn—l _ yn—kzn—l

— y — 7 = Zn—k Xn—I
" bx_, +a Y dy  +cz
n—k yn—k—l yn—k n—k—I

X = kBl
"ofz,  +ex

nel ,,

uc boyutlu (k +|). mertebeden fark denklem sisteminin iyi taniml ¢dziimleri kapali

formda elde edilmistir. k = 2,1 =1i¢in elde edilen ¢dztimlerin asimptotik davranisi da

incelenmistir.

Ayrica o ,f,7,0,e, 4, Vve p parametreleri tamsayr ve 1€{0,1} icin
X, Y.i,Z2;,t, €0 \{0} baslangi¢ kosullar1 olmak {izere
X . =y“z? =7t z . =tx*., t . =Xy’ nel

n+1 yn n-1? yn+l n-n-1? n+l n“n-1’ n+l n yn—l' 0!

sisteminin kapali formda ¢oziilebilirligi gosterilmis, =0, 6=0, u=0, p=0 V€ LSup#0

durumlarina gore sistemin genel ¢oziimii elde edilmistir.

Son olarak, 3. bolimde elde edilen teorik bilgileri desteklemek igin nimerik 6rnekler ve

grafikler verilmistir.

Hem sistem (3.1) hem de sistem (4.1) pell* icin p-boyutlu sisteme genisletelerek elde

edilen sistemlerin kapali formda ¢oztmleri elde edilebilir.
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